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ВАРИАНТЫ АСИММЕТРИЧНОГО ВРАЩЕНИЯ
Интерес к асимметричному вращению вызван возможностью реализовать асимметричную силу, обладающую рядом известных специфических эффектов. Аналитически и численно исследованы решения обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающих периодическое вращение тела вокруг неподвижной оси при заданном моменте силы.

Момент силы М считали зависящим от угла поворота φ, угловой скорости ω и угла наклона оси вращения к вектору силы тяжести ψ. M=M(φ, ω, ψ). Рассмотрены два варианта с кусочно-постоянными значениями момента силы, которые реализуют «асимметричное вращение». Под асимметрией вращения понималось отношение времен прохождения полуоборотов в установившемся периодическом режиме. В случае вертикальной оси вращения (ψ=0) проанализированы аналитические решения, а в случае горизонтальной (ψ=90°) –  только численные. 
Введение

Эффекты колебаний механических систем наиболее полно исследованы в случае гармонических колебаний [1–3]. Новые эффекты появляются в случае асимметричных колебаний [4–12]. Эти эффекты наиболее ярко проявляются при наличии разного рода нелинейности. Асимметрия колебаний может быть вызвана различными причинами [4–6]. Эффекты асимметрии, вызванные разным временем движения, были исследованы в работах [7–12]. Начало этих исследований было положено в работе [13], в которой исследуется движение инерцоида при заданной кинематике асимметричного колебания грузов. В частности, в [13] было показано, что для поступательного движения инерцоида необходимо выполнение двух условий: асимметрия и наличие нелинейного трения. В [7] асимметричные колебания были вызваны асимметричным вращением грузов, вращающихся в разных направлениях. В [14] было сделано обобщение задачи Н.Е. Жуковского о рассеве на случай асимметричного колебания поверхности. При этом оказалось, что соответствующие дифференциальные уравнения задачи подобны уравнениям в работах [7–9]. В качестве нелинейного трения рассматривалось "сухое" (Кулоново) трение [8] и вязкое нелинейное трение [9]. Влияние асимметричных колебаний подвеса на устойчивость инверсной тяги (закон Капицы) исследовалось в [15], а необычные резонатнтные эффекты при асимметрии колебаний показаны в [10]. Обзор эффектов асимметричных колебаний содержится в [11].

В данной работе исследуются различные варианты асимметричного вращения без анализа сил реакции на ось вращения.

1. Описание моделей

Дифференциальное уравнение для угловой скорости ω первой модели [12] имеет вид
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	– сектор ускорения,

– сектор торможения,

– для других углов,
	(1)


где ( – угол вращения, 
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 – производная по времени от угловой скорости, J – момент инерции, M(( ) – момент сил, ( и ( – постоянные значения, определяющие ускорение и коэффициент торможения соответственно, ψ – угол наклона плоскости вращения, g = 9,81 м/с2 ускорение свободного падения. Уравнения модели содержат 7 параметров: ψ – угол наклона плоскости вращения, (, ( и 4 угла ( j (j=1..4). Значениям углов ( j соответствуют времена tj. Моменту t = 0 соответствует угол ( = ( 0 = 0 и некоторая начальная угловая скорость ω0. Отметим, что, как правило, нас будут интересовать установившиеся периодические решения. Предполагалось, что интервал торможения [( 1, ( 2] лежит внутри интервала [0, π], а интервал ускорения [( 3, ( 4] лежит внутри интервала [π, 2π]. Изображения секторов модели и используемые обозначения схематично представлены на рис. 1, 3. 
Дифференциальное уравнение для угловой скорости ω второй модели имеет вид
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	– сектор c торможением,

– для других углов
	((2)


Обозначения соответствуют первой модели. Отметим, что сектор ускорения растянут на весь круг, а сектор с торможением [( 1, ( 2] находится в интервале [0, π]. Изображение секторов второй модели схематично представлено на рис. 2. Этот вариант легко реализовать на практике.
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	Рис. 1. Схема первой модели
	Рис. 2. Схема второй модели


Для обеих моделей рассмотрены два случая: ψ = 0° (вращение в горизонтально плоскости) и ψ = 90° (вращение в вертикальной плоскости). При этом во всех случаях нас интересовали установившиеся периодические решения.
2. Решение уравнений первой модели при ψ = 0°
На участках с нулевым значением момента силы M(( )=0 скорость вращения постоянна. Типичная зависимость ω(t) изображена на рис. 3. На этом же рисунке даны обозначения интервалов времени ΔTj, соответствующих интервалам углов Δ( j.
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	Рис. 3. Типичная зависимость ω(t) первой модели при вращении в горизонтальной плоскости


На этапе ускорения зависимость угловой скорости от времени имеет вид
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На этапе торможения:
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При установившемся периодичном вращении получаем
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В установившем режиме угловая скорость изменяется в пределах от минимальной 
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 до максимальной 
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. Из обозначений, указанных на рис. 3, и формул (3)‑(7) следуют связи:
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Интервал времени торможения находится из соотношения (7):
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Период установившегося вращения:
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Параметром, определяющим асимметрию вращения ξ, является отношение времени, за которое маятник проходит интервал углов от π до 2π, к времени прохождения интервала углов от 0 до π:
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Границы угловой скорости однозначно определены через параметры модели
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Для параметров
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период вращения Т = 7.622 с, а параметр асимметрии ξ = 1.734. Решение для этого случая изображено на рис. 3.

3. Решение уравнений первой модели при ψ = 90°
Решение уравнения в этом случае находилось методом пошагового интегрирования. Для более точного учета смены режимов на границе секторов шаг по времени устанавливается переменным. Например, для случая, когда расчет привел к значениям 
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в которой (* – новый шаг по времени перед границей сектора, 
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 совпадает с φ4, ( – старый шаг по времени. Получим квадратное уравнение для определения нового шага по времени. Для следующей итерации необходимо учесть, что новый шаг снова будет стандартным, а предыдущий шаг – найденным из квадратного уравнения.

Численное решение, полученное с помощью программы, реализующей описанный метод, для параметров 
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дает значения Т = 1.937 с, ξ = 0.636. Соответствующая зависимость угловой скорости от времени представлена на рис. 4.
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Рис. 4. Зависимость ω(t) первой модели 
с параметрами (15) и ψ = 90°
4. Решение уравнений второй модели при ψ = 0°
Для решения уравнений второй модели рассмотрим вариант с ( 1 = 0.
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	Рис. 5. Типичная зависимость ω(t) второй модели при вращении в горизонтальной плоскости


На этапе с торможением имеем следующие аналитические зависимости:
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В остальных случаях зависимости имеют вид
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Численное решение уравнений второй модели для параметров
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дает значения Т = 2.63 с, ξ = 0.67. Соответствующая зависимость ω(t) представлена на рис. 5.
5. Решение уравнений второй модели при ψ = 90°
Отметим, что в случае вертикальной плоскости вращения для выхода на режим вращения требуется ограничение снизу на начальную угловую скорость
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Для 
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Численное решение для параметров
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дает значения Т = 1.78 с, ξ = 0.67. 
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Рис. 6. Зависимость ω(t) второй модели
с параметрами (26) и ψ = 90°
На рис. 6. приведена зависимость угловой скорости от времени для данного случая. 

Выводы

1.  Предложены две модели для реализации асимметричного вращения.
2.  Найдены аналитические зависимости для основных характеристик – периода вращения и параметра асимметрии. Эти зависимости могут быть использованы для предварительной оценки реализации асимметричных колебаний, вызванных вращением.
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