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Нелинейные динамические системы
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УДК 519.7

А.И. Казановский, С.В. Лутманов(
г. Пермь
Задачи позиционного управления
измерительной головкой 
в двухстепенном кардановом подвесе
Рассмотрены задачи позиционного управления нелинейным динамическим объектом. Позиционное управление осуществляется путем разбиения интервала времени, в котором происходит управление объектом, на малые полуинтервалы. На начальном полуинтервале определяется оптимальное программное управление для линейной модели объекта, отвечающее заданному критерию качества. Затем производится интегрирование нелинейной модели на этом полуинтервале исходя найденного программного управления. Значение фазового вектора в конечной точке служит его начальным значением для следующего полуинтервала, в котором снова определяется оптимальное программное управление для линейной модели и т. д.
Постановка задачи
Измерительная головка жестко связана с внутренней рамкой карданова подвеса (см. рис. 1). Внутренняя рамка может вращаться относительно оси, проходящей через точки 
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Рис. 1
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 внешней рамки подвеса. В свою очередь внешняя рамка может вращаться относительно оси 
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, жестко скрепленной с неподвижным основанием.

Весом измерительной головки пренебрегаем. Рамки подвеса квадратные, абсолютно жесткие, их центры тяжести совпадают с центром карданова подвеса – точкой 
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. В каждой рамке ось вращения, а также оси, проходящие через центр подвеса: одна – в плоскости рамки перпендикулярно оси вращения, другая – перпендикулярно плоскости рамки – являются ее главными осями инерции. 

Управление механизмом осуществляется посредством вращательных моментов, действующих относительно осей вра-щения каждой из рамок. Обозначим через 
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 управляющий момент для внутренней рамки, а через 
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 – для внешней. Считаются заданными начальное положение рамок и их начальные угловые скорости вращения относительно собственных осей вращения. 
Требуется сформулировать закон изменения управляющих моментов, обеспечивающий перевод механизма из начального состояния в положение, в котором внешняя рамка горизонтальна, внутренняя – вертикальна и обе рамки имеют нулевые угловые скорости в фиксированный момент времени. Качество управления проверяется по критериям "минимум силы" и "минимум энергии".
Вывод дифференциальных уравнений 
управляемого движения механизма и критерии 
качества управления
С неподвижным основанием свяжем абсолютную систему отсчета 
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. Ось 
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 направим вертикально вниз, ось 
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 проведем вдоль оси вращения внешней рамки и дополним систему отсчета до правой тройки. С каждой из рамок свяжем свою систему координат, оси которой совпадают с главными осями инерции рамки. Для внутренней рамки эту систему обозначим 
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. Поворот внутренней и внешней рамок относительно собственных осей вращения будем характеризовать соответственно углами 
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 и 
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 (см. рис. 2). Принимаем, что, когда 
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, внутренняя рамка вертикальна, а внешняя горизонтальна.
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Рис. 2

 


Выведем дифференциальные уравнения движения механизма. Матрицы преобразования координат имеют следующий вид
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Из формул (2.1) следует, что угловая скорость 
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 внешней рамки и ее кинематический момент 
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[image: image20.wmf](

)

1

W

 внутренней рамки и ее кинематический момент 
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Здесь 
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 – главные моменты инерции рамок относительно соответствующих осей. 
Пусть 
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 – главные моменты внешних по отношению ко всему механизму и внешних по отношению к внутренней рамке сил. Заметим, что 
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 представляют собой моменты реакций опор 
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 соответственно. Запишем теорему об изменении кинетического момента для внешней рамки. На основании третьего закона Ньютона имеем              
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Используя понятие локальной производной, перепишем равенство (2.3) в виде
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Учитывая, что 
[image: image36.wmf]'

21

12

A

A

=

, спроецируем последнее векторное равенство на оси системы координат 
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Запишем теорему об изменении кинетического момента для внутренней рамки:
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Используя понятие локальной производной, перепишем равенство (2.5) в виде
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Спроецируем последнее векторное равенство на оси системы координат 
[image: image44.wmf]1

1

1

z

y

Ox

. С учетом равенств (2.2) имеем

[image: image45.wmf](

)

(

)

(

)

Þ

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

´

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

+

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

Oz

Oy

Ox

N

N

N

sin

C

cos

B

A

sin

cos

cos

C

sin

C

sin

B

cos

B

A

a

b

a

b

a

a

b

a

b

a

a

b

a

a

b

a

b

a

a

b

a

&

&

&

&

&

&

&

&

&

&

&

&

&

&

&

&



[image: image46.wmf](

)

(

)

1

1

1

2

1

1

sin

cos

Ox

N

C

B

A

=

-

+

a

a

b

a

&

&

&

,


[image: image47.wmf](

)

(

)

1

1

1

1

1

1

sin

cos

Oy

N

B

A

C

B

=

-

-

+

a

a

b

a

b

&

&

&

&

,


[image: image48.wmf](

)

(

)

1

1

1

1

1

1

cos

sin

Oz

N

C

A

B

C

=

-

-

+

-

a

b

a

a

b

&

&

&

&

.          (2.6)

Из уравнений (2.4),(2.6) исключим величины 
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Разрешим систему дифференциальных уравнений (2.7) относительно старших производных и путем замены 
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сведем ее к системе четырех дифференциальных уравнений первого порядка:
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относительно переменных 
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Определение 1. Систему дифференциальных уравнений (2.8) будем называть нелинейной моделью движения механизма.
В процессе управления механизмом потребуется линеаризовать уравнения (2.8) в окрестности начала координат:
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Определение 2. Систему дифференциальных уравнений (2.9) будем называть линейной моделью движения механизма.
Выпишем фундаментальную матрицу Коши и матрицу перехода для линейной модели: 
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Строки матрицы перехода представим в виде векторов-столбцов:
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Управление измерительной головкой будет производиться на промежутке времени 
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, а функционалы качества будут иметь следующий вид:
"минимум энергии"

[image: image66.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1

22

12

0

min

Iuuud

ttt

×=+®

éù

ëû

ò

,
"минимум силы"
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Программные и позиционные управления

Для того чтобы вектор фазовых координат механизма был определен в виде функции времени 
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, необходимо в начальный момент времени задать начальное условие 
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Определение 3. Функцию 
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 назовем программным управлением объектом на отрезке времени 
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Определение 4. Программное управление будем называть допустимым, если оно принадлежит к классу 
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 – кусочно-непрерывных функций, т. е. таких функций 
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, которые непрерывны в каждой точке 
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, за исключением, быть может, лишь конечного числа точек 
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, в которых функция 
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 терпит разрывы первого рода. 
При позиционном управлении динамическим объектом используется информация не только о текущем времени, но и о реализовавшемся фазовом векторе объекта. 
Определение 5. Функцию 
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 назовем позиционным управлением динамическим объектом.

Позиционное управление будем обозначать символом 
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. Следуя книге [2], определим движение динамического объекта, отвечающего позиционному управлению. Пусть 
[image: image82.wmf][

]

u

×

 – произвольное позиционное управление и
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 – конечное разбиение отрезка времени 
[image: image84.wmf][

]

0,1

 точками 
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Определение 6. Ломаной Эйлера 
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 и порожденной позиционным управлением 
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, назовем всякую абсолютно непрерывную функцию 
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, удовлетворяющую дифференциальным уравнениям
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Определение 7. Движением, выходящим из позиции 
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 и порожденным позиционным управлением
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 назовем всякую функцию 
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, для которой найдется последовательность ломаных Эйлера 
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, равномерно сходящаяся к ней на 
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4. Схема реализации позиционного управления 
динамическим объектом
Алгоритм позиционного управления имеет следующий вид:
1) производится разбиение промежутка времени 
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 на 
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 полуинтервалов 
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2) для каждого полуинтервала 
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 определяется оптимальное программное управление линейной моделью, отвечающее заданному критерию качества;
3) производится интегрирование нелинейной модели на 
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м полуинтервале 
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, исходя из найденного программного управления;

4) полученные значения фазовых координат: 
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 – служат начальными условиями для нахождения оптимального программного управления на следующем полуинтервале;
5) в результате строится ломаная Эйлера, отвечающая принятому позиционному управлению;

6) качество позиционного управления оценивается значением критерия оптимальности, вычисленным для программного управления, которое получается в результате объединения управлений, реализованных на каждом полуинтервале.

В процессе реализации приведенной схемы построения позиционного управления будут использоваться величины 
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(4.1)
Управление по критерию "минимум энергии"
В соответствии с [1] оптимальное в смысле критерия "минимум энергии" программное управление на промежутке времени 
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 для линейной модели вычисляется по формуле 
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,
где числа 
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 являются решением системы линейных алгебраических уравнений:
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Здесь         
[image: image116.wmf](
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а величины 
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 рассчитываются по формуле (4.1).

Схема позиционного управления, описанная в предыдущем разделе, была реализована при следующих данных:
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Позиционное управление осуществлялось для различного числа полуинтервалов разбиения отрезка времени 
[image: image120.wmf][
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Результаты вычислений приведены в табл.1.
Таблица 1
	Число отрезков
	Координаты фазового вектора
	Функционал

	1
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Заметим, что с увеличением числа разбиений интервала времени более точным оказывается попадание фазового вектора в начало координат. При этом значение функционала также растет. Увеличение функционала является своеобразной платой за повышение точности попадания.
Управление по критерию "минимум силы"
Согласно [1] оптимальное в смысле критерия "минимум силы" программное управление на промежутке времени 
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 для линейной модели вычисляется по формуле
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является решением задачи математического программирования следующего вида:
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Схема позиционного управления была реализована для данных, совпадающих с данными (5.1). Позиционное управление осуществлялось для различного числа полуинтервалов разбиения отрезка времени 
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. Результаты вычислений приведены в табл. 2.

Таблица 2
	Число отрезков
	Координаты фазового вектора
	Функционал

	1
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По аналогии с предыдущим разделом увеличение числа разбиений интервала времени влечет за собой повышение точности попадания фазового вектора в начало координат. При этом значение функционала также растет. Увеличение функционала снова является платой за повышение точности попадания.
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