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ОБ ИНВАРИАНТНОСТИ КАЧЕСТВА

СТАБИЛИЗАЦИИ ПРОГРАММНЫХ МНОГООБРАЗИЙ ПРИ СЛУЧАЙНЫХ ВОЗМУЩЕНИЯХ1

Для систем дифференциальных уравнений широкого класса материальных систем, включающих, кроме механических и системы немеханической природы, предлагается процедура построения множества матриц распределения случайных возмущений между каналами, при которых заданные программные связи сохраняют свойство интегральности, обладающих системой оптимальных качеств переходного процесса, имеющих место при отсутствии возмущений. Приводится пример использования предложенной процедуры в задаче обеспечения инвариантности качества стабилизации программной ориентации манипулятора на подвижном основании.
1. Постановка задачи

Пусть движения системы описываются уравнением
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где 
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-мерный векторы, причем 
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, а ограничение на s будет указано ниже. Здесь 
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, в отличие от механических систем, может зависеть от 
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, не быть определенно-положительной и симметрической, но должна быть неособенной.

Задача состоит из двух вполне самостоятельных, в то же время взаимно дополняющих друг друга частей.

Первая заключается в построении вектора управления 
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 система (1.1) обладает асимптотически устойчивыми "в большом" программными связями
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стабилизированными путем оптимального управления.

Вторая часть задачи заключается в построении множества матриц 
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R

, при которых интегральность многообразия (1.2) и качество переходного процесса, достигнутые при решении первой части задачи выбором вектора 
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, остаются неизменными при любых ограниченных возмущениях 
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, т.е. являются инвариантными к этим возмущениям.

В уравнениях (1.2) 
[image: image16.wmf]2

1

,

w

w

 – заданные 
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- и 
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-мерные непрерывные и непрерывно дифференцируемые вектор-функции, ограниченные в некоторой области 
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. Предполагается, что область G включает многообразие (1.2) с некоторой его окрестностью. На размерности 
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 и 
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 векторов 
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 и 
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 наложены условия
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Предполагается, что вектор 
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 и элементы матриц 
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 – ограниченные, непрерывные в области G функции. Кроме того, предполагается, что определители матриц 
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, являющиеся определителями Грама, в области G не равняются нулю.

2. Алгоритм построения вектора 
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В качестве меры отклонения движений (1.1) от многообразия (1.2) будем принимать величины 
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 и 
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Дифференцируя по времени t в силу уравнения (1.1) первое уравнение (1.2) два раза, а второе – один раз, получим
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где
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Если бы матрицы 
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При этом, как видно из уравнения (2.1), значения 
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 не зависели бы от возмущения 
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В этом случае задача определения управления 
[image: image41.wmf]u

 была бы решена, например, по методу, предложенному в работе [1], где построен вектор управления 
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, обеспечивающий интегральность многообразия (1.2) и его асимптотическую стабилизацию, в виде
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где Е – единичная матрица, 
[image: image44.wmf]u
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 – произвольный r-мерный вектор,
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 – произвольно выбираемые определенно положительные, симметрические матрицы с ограниченными, непрерывными и непрерывно дифференцируемыми в области 
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 элементами, 
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-мерная вектор-функция с ограниченными, непрерывными и непрерывно дифференцируемыми элементами, обладающая свойством 
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 и допускающая бесконечно малый высший предел по модулю, 
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При этом система обладает следующей интегральной оценкой качества переходного процесса:
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где 
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 – значение функции 
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Возможно также улучшение качества переходного процесса путем введения в правую часть системы (1.1) дополнительной составляющей 
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-мерный вектор оптимального управления. В этом случае в правые части уравнений (2.1) добавляются соответственно следующие члены: 

[image: image63.wmf](

)

(

)

u

t

x

x

M

x

T

~

,

,

~

1

&

¶

¶

w

 и 
[image: image64.wmf](

)

(

)

,

~

,

,

~

2

u

t

x

x

M

x

T

&

&

¶

¶

w


где 
[image: image65.wmf].

~

~

0

1

0

M

A

M

-

=


Умножая (2.1) на симметрические определенно положительные 
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 с ограниченными, непрерывными и непрерывно-дифференцируемыми элементами в области G, получим

[image: image69.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

1

1

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1

,

,

~

~

,

~

~

,

,

,

,

~

~

,

~

~

,

,

,

NK

K

AB

B

M

x

N

M

u

M

Q

t

x

x

K

t

x

N

M

x

A

M

u

M

Q

t

x

x

B

t

x

A

T

T

=

=

¶

¶

=

+

+

=

¶

¶

=

+

+

=

&

&

&

&

&

&

w

w

w

w

 (2.6)
Умножая первое уравнение скалярно на вектор 
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, а второе – на вектор 
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, затем складывая, получим
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где                     
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Заметим, что функция 
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 является производной по времени функции V для системы (2.6) при 
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 и построена определенно-отрицательной (см. формулу (2.6) в работе [1]).

Введение управления 
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 должно улучшить качество переходного процесса. С этой целью ищем такое 
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, при котором правая часть уравнения (2.7) имеет вид [2]
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а функционал
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имеет минимальное значение в решениях уравнений (2.6). Заметим, что искомая функция 
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При 
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 должна иметь минимум и обращаться при этом в нуль [3]. Следовательно, дифференцируя правую часть (2.11) по 
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Из условия 
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 определим функцию
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При значениях (2.8), (2.9), (2.12), (2.13) уравнение (2.7) имеет следующий вид:

[image: image93.wmf](

)

(

)

2

2

1

1

2

2

1

0

0

~

~

~

~

~

2

1

,

2

1

w

w

T

T

T

T

M

y

M

R

M

M

y

V

W

W

dt

dV

+

+

-

=

-

-

=

-

&

.(2.14)

Если не потребовать минимальности функционала (2.10), то функцию 
[image: image94.wmf]F

 в уравнении (2.11) можно выбрать не только в виде (2.13), но и в любом другом виде, удовлетворяющем неравенству
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При этом достигается гарантированная оценка качества управления вида [4]
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Так как система (2.6) при 
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 удовлетворяет строгому неравенству 
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, то показатель качества переходного процесса при 
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Как видно из уравнения (2.14), при введении оптимального управления (2.12) значение интеграла качества, несмотря на увеличение подынтегрального выражения на величину
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остается неизменным, тем самым повышается качество переходного процесса.

Заметим, что при необходимости можно построить релейное управление системой по алгоритму, приведенному в разделе 4 работы [1].

Таким образом, теперь решение поставленной задачи в целом сводится к нахождению множества матриц 
[image: image103.wmf]R

, удовлетворяющих условию (2.3).

3. Построение множества матриц R
Искомые матрицы R, удовлетворяющие условию (2.3), обозначим через 
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. Для нахождения 
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 выберем матрицу R произвольно и из вектора 
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Итак, вектор 
[image: image108.wmf]d

R

U

=

 разложим на две составляющие: 
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, лежащую в подпространстве, натянутом на векторы-столбцы матриц 
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, лежащую в ортогональном дополнении к этому подпространству. Если определить 
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Введем матрицу   
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Вектор 
[image: image116.wmf]n

U

 как вектор, лежащий в подпространстве, натянутом на векторы-столбцы матрицы 
[image: image117.wmf]W

, можно представить в виде линейной комбинации этих векторов-столбцов 
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-мерный вектор, определяемый из равенства скалярных произведений векторов-столбцов матрицы 
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 на векторы 
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в виде                            
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Следовательно, 
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Подставляя это выражение в (3.1), получим
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где Е– единичная матрица.

Подставляя в это равенство выражения 
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Следовательно, искомые матрицы 
[image: image131.wmf]t
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 выражаются в виде
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где R – произвольно выбираемые матрицы. 
Заметим, что произведение 
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 и матриц (3.2)
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дает результат 
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, соответствующий условию (2.3).

Искомое множество матриц 
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, согласно обозначению (2.2), определяется в виде 
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4. Замечания 
Вначале остановимся на вопросе о степени произвольности матрицы R в выражении (3.2).

Замечание 1. Если предположить, что 
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 при 
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, то из уравнения (3.2) получим  
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. Отсюда 
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Следовательно, в этом случае множество матриц 
[image: image142.wmf]t
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 оказывается пустым. Это объясняется тем, что в случае, когда векторы столбцы матрицы 
[image: image143.wmf]R

 лежат в подпространстве, натянутом на векторы столбцы матрицы 
[image: image144.wmf]W

, их проекции на ортогональное дополнение к этому подпространству равны нулю. В этом случае инвариантность по отношению к возмущению 
[image: image145.wmf]d

 не возможна вообще. Отсюда следует необходимость выбора матриц из множества (3.2), удовлетворяющих условию 
[image: image146.wmf].

0

det

¹

t

t

R

R

T


Замечание 2. Как видно из выражения (2.4) управляющего вектора 
[image: image147.wmf]u

, при условии инвариантности (2.3) управляющий вектор и от случайных возмущений 
[image: image148.wmf]d

 не зависит явно. Но это не означает, что вектор 
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 является детерминированным. Это связано с тем, что в силу случайного характера возмущения 
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 решения 
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 системы (1.1) тоже носят случайный характер, так как система (1.1) явно зависит от возмущения 
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. Следовательно, при 
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 вектор 
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, как функция случайных переменных 
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, тоже носит случайный характер.

Таким образом, управляя системой с программными связями (1.2) случайными управляющими сигналами, возможно добиться интегральности этих связей, а также стабилизации их с тем качеством переходного процесса, которым система обладала при отсутствии случайных возмущений.

Этот факт наталкивает на мысль, что при управлении объектами (1.1), находящимися от управляющего центра на дальних расстояниях, с целью предотвращения возможности расшифровки управляющей информации может оказаться полезным искусственно вводить в систему случайные возмущения указанным выше способом.

Замечание 3. Матрица 
[image: image156.wmf]0

M

 перед управляющим вектором и в (1.1) не должна принадлежать множеству построенных матриц 
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 вида (3.2), так как при этом система (1.1) становится не управляемой и не стабилизируемой по отношению к программе (1.2). Но это не означает, что к матрице 
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 нельзя добавлять 
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. При добавлении 
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 появляется возможность придания управлению системой новых качеств. Одним из них является принудительное возмущение системы, которое оставляет программу (1.2) и качество ее стабилизации инвариантными к нему.
5. Пример
Условия инвариантности качества программной ориентации манипулятора. Рассмотрим манипулятор, состоящий из п прямолинейных звеньев 
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 (
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 = 1,2,...,п), расположенный на подвижном основании [5]. Каждое звено 
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 поместим центр схвата, а плоскость схвата зададим плоскостью единичных векторов 
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Будем считать, что вращение звена 
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 вокруг шарнира 
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 осуществляется двигателем, помещенным со своим редуктором в этой точке. Первое звено манипулятора связано с точкой 
[image: image172.wmf]0
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 основания манипулятора. Положение тела – основания манипулятора – относительно неподвижной системы координат 
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В программу движения схвата заложим два требования: движение центра схвата относительно основания должно подчиняться заданному закону
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где 
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 – заданные функции, а плоскость схвата должна быть ортогональна единичному вектору 
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Если вектор 
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Движения манипулятора зададим уравнениями Лагранжа
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где х – n-мерный вектор обобщенных координат – углов поворотов 
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 – r-мерный вектор управляющих сигналов, 
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 – s-мерный вектор случайных возмущений, Q(p) – вектор обобщенных сил тяжести и других неуправляющих сил, Т – кинетическая энергия манипулятора
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 – коэффициенты сопротивления на валу двигателей, kv – передаточные числа редукторов, а – 
[image: image190.wmf](

)

r

n

´

-матрица коэффициентов пропорциональности между управляющими моментами двигателей и
управляющими сигналами 
[image: image191.wmf]n

u

;        
[image: image192.wmf](

)

,

...,

,

,

2

1

r

k

k

k

diag

k

¢

¢

¢

=

 
[image: image193.wmf](

)

,

...,

,

,

0

0

2

0

1

0

s

k

k

k

diag

k

=

  
[image: image194.wmf]g

 – 
[image: image195.wmf](

)

s

n

´

-матрица; 
[image: image196.wmf].

5

;

-

<

£

n

s

n

r

 
Уравнение (5.4) можно представить в виде уравнения (1.1)
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где 
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Исходя из требований (5.3) и (5.2), программное многообразие (1.2) представим в виде 5-мерного векторного уравнения
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с элементами вектора 
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где 
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 – орты осей системы координат 
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Дифференцируя равенства (5.7) в силу (5.5) два раза по t с использованием формул Пуассона


[image: image205.wmf],

,

1

0

1

0

p

n

p

e

e

e

e

´

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¢

+

=

´

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¢

+

=

å

å

=

=

h

h

n

n

h

h

n

w

w

w

w

&

&

   
[image: image206.wmf],

1

0

p

n

p

k

k

´

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¢

+

=

å

=

h

h

w

w

&


где 
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Здесь 
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[image: image214.wmf]0
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 – вектор с элементами   
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[image: image217.wmf]0
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 – угловая скорость основания.

Из обозначений (2.2) следует 
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. Сравнение последних членов уравнений (2.1), (5.8) с учетом обозначения (2.2) показывает, что в данном случае условие (2.3) имеет вид
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Поэтому множество матриц 
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 согласно уравнению (3.2) принимает вид 
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, где R – произвольно задаваемые 
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где 
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Согласно обозначению (2.2) искомая матрица 
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 определяется в виде                        
[image: image226.wmf].

0

0

t

R

A

R

=

                                                        (5.11)

6. Заключение
При решении задач, изложенных в разделах 2 и 3, используется уравнение (1.1), разрешенное относительно 
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 путем умножения на матрицу 
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. В связи с этим возникает вопрос о том, почему автор с самого начала не воспользовался таким уравнением вместо (1.1). Прежде всего, это связано со стремлением не нарушать физического смысла объектов, описываемых уравнением (1.1). Например, при описании механических систем уравнениями Лагранжа 2-го рода матрица 
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 в уравнении (1.1) совпадает с матрицей квадратичной формы 
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 кинетической энергии системы. При этом система четко разделяется на каналы, соответствующие каждой обобщенной координате, а элементы матриц 
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 и 
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 при этом являются весовыми коэффициентами при распределении управления 
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 и возмущения 
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 между каналами. А в случае написания уравнения (1.1) в виде, разрешенном относительно 
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 и 
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 становятся комбинациями элементов матрицы 
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 кинетической энергии и матриц 
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 и 
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. Следовательно, при этом нет смысла говорить о каналах управления или возмущения.

С другой стороны, явная независимость матрицы 
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 системы (1.1) от 
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 становится отличительной чертой системы как механической с постоянными массами ее частиц, если эта матрица симметрична и определенно-положительна. А случай явной зависимости матрицы 
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 от 
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 означает, что система (1.1) имеет другую природу, в частности, состоит из материальных частиц с переменными массами 
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, зависящими от 
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Кинетическая энергия таких систем выражается (см. [6, с.89–90]) в виде
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            (6.1)

с матрицей 
[image: image248.wmf]0
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, состоящей из элементов
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где 
[image: image250.wmf]n
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 – радиус-векторы частиц системы.

При этом уравнения Лагранжа 2-рода, составленные путем включения реактивных сил в число обобщенных активных сил, выражаются в виде (1.1) [6, с.92–93].

В тех случаях, когда массы частиц системы не зависят от 
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, матрица 
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 в уравнении (1.1) совпадает с матрицей 
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 кинетической энергии (6.1), являющейся при 
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 симметричной и неособенной. А в случаях явной зависимости масс частиц от 
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 матрица 
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 системы (1.1) существенно отличается от матрицы 
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 в уравнении (6.1). Более того, в этих случаях матрица 
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 в (1.1) может стать несимметричной, а иногда и особенной [6, с.92–93], тем самым система (1.1) может стать неразрешимой относительно 
[image: image259.wmf]x
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. Такие особенные случаи должны исследоваться более углубленно.

Заметим, что при рассмотрении системы (1.1) в виде, разрешенном относительно 
[image: image260.wmf]x
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, особенные случаи выпадают из внимания.

В монографии [6] описаны важные проблемы аналитической механики систем с переменными массами, а также приведено много интересных примеров систем, описываемых уравнением вида (1.1), такие как движение шаровой капли при испарении или конденсация паров на ее поверхности (с. 26), вороты с разматывающейся и навивающимися цепями (с. 53), движение экипажей переменной массы (с. 213) и другие.

Во введении монографии предельно сжато, но достаточно емко описана история развития исследований по этой проблеме с приведением подробного списка литературы до 1969 г. (с.234–238). В связи с обсуждением природы систем, описываемых уравнением (1.1), заслуживают внимания также исследования физиков-теоретиков в 70-е гг. прошлого столетия, посвященные построению действия (обобщенного лагранжиана или биркгофиана) по заданным в виде (1.1) уравнениям движения [7, 8]. Обширное исследование такой же проблемы при дополнительных требованиях интегральности программных многообразий систем (1.1) и определения функционалов, принимающих стационарное значение на программных движениях, приведено в работе [9].

Заметим, что решение таких задач путем представления уравнения (1.1) в виде     
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где 
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 – обобщенный лагранжиан, возможно лишь при довольно жестких условиях самосопряженности [9, с. 21] уравнения (1.1).

В связи с этим отметим, что в случаях, когда условия самосопряженности не выполняются, возможно, представление системы (1.1) в виде (6.2) с неравной нулю правой частью, содержащей члены (1.1), не удовлетворяющие условиям самосопряженности.

В цитированных выше работах [7–9] приведено большое количество примеров, описываемых уравнением вида (1.1).

Таким образом, дальнейшие исследования, связанные с управлением системами, описываемыми уравнением (1.1), представляются вполне перспективными.
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