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ОПТИМИЗАЦИЯ ТОНКОСТЕННЫХ 
КОМПОЗИТНЫХ ОБОЛОЧЕК, РАБОТАЮЩИХ 
НА УСТОЙЧИВОСТЬ И ПРОЧНОСТЬ
Приведен инженерный алгоритм оптимизации тонкостенных композитных оболочек, работающих на устойчивость и прочность при действии сжимающих нагрузок. В основу алгоритма положена идея разбиения области действия нагрузок на ряд характерных подобластей. 
Рассматривается тонкостенная цилиндрическая оболочка радиусом R и длиной L, находящаяся под действием сжимающих вдоль образующих нагрузок. Предполагается, что полотно оболочки состоит только из продольных и кольцевых слоев, упакованных симметрично относительно срединной поверхности оболочки. Требуется найти параметры оболочки так, чтобы при сохранении устойчивости и прочности конструкция обладала минимальной массой. 
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Рис. 1. Оболочка, сжатая вдоль образующих
Введем следующие обозначения: 
[image: image2.wmf]h

 – толщина многослойной оболочки; 
[image: image3.wmf]0

q

 и 
[image: image4.wmf]90

q

 – относительные содержания продольных и кольцевых слоев соответственно; 
[image: image5.wmf]r

 – плотность материала оболочки. С учетом принятых обозначений задача оптимизации формулируется следующим образом: найти неотрицательные значения параметров 
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, 
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 и 
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, обеспечивающих минимум массы конструкции
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при наличии ограничений
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Здесь равенство (2) – структурное ограничение; неравенство (3) – ограничение по устойчивости; 
[image: image13.wmf]q

 – заданная сжимающая нагрузка; 
[image: image14.wmf]cr

q

 – критическая нагрузка, при которой происходит потеря устойчивости; неравенство (4) – символическая запись ограничения по прочности. Вид функции 
[image: image15.wmf]y

 зависит от выбранного критерия прочности. 
Для вычисления критической нагрузки ортотропной оболочки воспользуемся известной формулой, приведенной, например, в работе[5] 
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где 
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, 
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, 
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 и 
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 – компоненты матрицы жесткости многослойного пакета [5]:


[image: image21.wmf].

,

,

,

66

66

12

12

90

11

0

22

22

90

22

0

11

11

b

A

b

A

b

b

A

b

b

A

=

=

+

=

+

=

q

q

q

q

                                  (6)

Здесь 
[image: image22.wmf]11
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, 
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, 
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 и 
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 – компоненты матрицы жесткости слоя в главных осях, связанные с упругими постоянными следующими  зависимостями:
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При записи ограничения по прочности воспользуемся следующими обозначениями
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где 
[image: image30.wmf]s

 – "среднее напряжение" по толщине многослойной оболочки; 
[image: image31.wmf]в

s

 – "предел прочности" многослойной оболочки при сжатии вдоль образующих; 
[image: image32.wmf]в
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 – предел прочности материала слоя при сжатии вдоль волокон. Полагая, что вся нагрузка воспринимается только продольными слоями, с учетом принятых обозначений, ограничение по прочности представим в виде
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Для решения задачи минимизации функции (1) при наличии ограничений (2), (3) и (9) воспользуемся методом разбиения области действующих нагрузок на три характерные подобласти [2]:
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В первой подобласти (
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Если оболочка работает только на устойчивость, условие (3) выполняется как равенство
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Подставим выражение для критической нагрузки (5) в последнее равенство, а затем выразим толщину оболочки через заданную нагрузку и компоненты матрицы жесткости. В результате получим
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Подставим это выражение в целевую функцию (1)
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При помощи структурного ограничения (2) параметр 
[image: image43.wmf]90
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 можно выразить через величину 
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Подставив выражение для параметра
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 в формулу  (12),  получим выражение для функции
[image: image47.wmf]G

, зависящее только от величины 
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Из структуры формулы видно, что
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Величины 
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 и 
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 не зависят от величины 
[image: image52.wmf]0
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, следовательно, наименьшее значение функции (12) достигается, когда величина 
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принимает  наибольшее допустимое значение.

После подстановки формул (6) в выражение (15) с учетом формулы (13),  после несложных преобразований, получим 
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Эта функция представляет собой квадратичную параболу, ветви  которой направлены вниз. Следовательно, наибольшего значения функция (16) достигает в вершине параболы, то есть в точке 
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Таким образом, если оболочка работает только на устойчивость, ее полотно должно состоять из одинакового числа продольных и кольцевых слоев
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Подставив найденные значения структурных параметров в формулу (11), получим значение оптимальной толщины оболочки
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где                                       
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Если оболочка работает только на прочность, условие (9) выполняется как равенство
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Подставим выражения для величин 
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и 
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 в последнее равенство, а затем выразим толщину через величину заданной нагрузки
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Подставим последнее выражение в целевую функцию (1)
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Из структуры формулы видно, что

[image: image64.wmf].

1

~

11

A

G

                                          (23) 
Очевидно, что наименьшее значение функции (12) достигается, когда величина 
[image: image65.wmf]11
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 принимает  наибольшее допустимое значение.

После подстановки в формулу (6) для 
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 выражения (13), получим 
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Для волокнистых композитных материалов жесткость слоя вдоль волокон 
[image: image68.wmf]11
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 всегда существенно превышает жесткость слоя поперек волокон 
[image: image69.wmf]22
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, следовательно, функция (24) – линейная возрастающая функция. Наибольшее значение этой функции достигается в точке 
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Таким образом, если оболочка работает только на прочность, ее полотно должно состоять только из продольных слоев
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Толщина оптимальной оболочки в данном случае, очевидно, равна
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Найдем величину нагрузки 
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, соответствующей переходу из первой области во вторую. С одной стороны в этой точке еще активно ограничение по устойчивости (3). Подставив оптимальные значения структурных параметров (17) в выражение для критической нагрузки (5), получим
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С другой стороны, в указанной точке уже активно ограничение по прочности (9). Найдем из формулы (21) величину нагрузки 
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Подставив в последнее выражение оптимальные значения структурных параметров (17), найдем
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Возведем последнее равенство в квадрат, а результат разделим на равенство (27). В итоге получим 
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Теперь найдем нагрузку 
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, которая соответствует переходу из второй области в третью. С одной стороны в этой точке уже активно ограничение по прочности (9). Соответствующая нагрузка может быть найдена при помощи формулы (25)
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С другой стороны, в этой точке еще активно ограничение по устойчивости (3). Подставив в выражение критической нагрузки (5) оптимальные значения (25), получим
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где
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Возведем равенство (31) в квадрат, а результат  разделим на (32). В итоге получим 
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Перейдем к построению решений задачи оптимизации во второй области, т. е. для тех значений нагрузки, которые удовлетворяют условиям
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В этой области оболочка работает как на устойчивость, так и на прочность, т.е. активны оба  ограничения (3) и (9). Представим систему ограничений (3) и (9) в виде:
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где                                   
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Систему трех уравнений (13), (36) и (37) относительно трех неизвестных 
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 можно привести к одному уравнению относительно переменной 
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. Сначала подставим выражение (13) для параметра 
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 через величину 
[image: image92.wmf]0

q

 в уравнения (36) и (37). Затем возведем уравнение (37) в квадрат, а результат разделим на уравнение (36). В итоге, после переноса 
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в левую часть полученного уравнения, получим
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где                   
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Покажем, что уравнение (39) имеет корень на отрезке 
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Таким образом, функция 
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принимает на концах отрезка 
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 значения разных знаков, следовательно, по теореме Больцано–Коши, уравнение (39) имеет на данном отрезке корень. При оценочных расчетах для нахождения корня уравнения можно воспользоваться линейной интерполяцией по двум узлам 
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Для уточнения решения можно воспользоваться любым известным методом нахождения корня, например, методом половинного деления. После нахождения корня 
[image: image107.wmf]0
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, по формуле (13) вычисляется значение параметра 
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 Толщина оптимальной оболочки вычисляется по формуле (21).
Таким образом, алгоритм оптимизации тонкостенной композитной оболочки состоит из следующих шагов:
1. Вычисляются переходные нагрузки  
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 и 
[image: image110.wmf]3

,

2

q

 по формулам (30) и (34) соответственно.

2. Если заданная нагрузка 
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 меньше чем величина 
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, структурные параметры определяются равенствами (17). Толщина оптимальной оболочки вычисляется по формуле (18).

3. Если заданная нагрузка 
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 больше чем 
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q

, то сначала вычисляется структурный параметр 
[image: image116.wmf]0

q

. Для нахождения этого параметра надо решить уравнение (39). Затем по формуле (13) вычисляется второй структурный параметр 
[image: image117.wmf]90

q

.
Толщина оптимальной оболочки вычисляется по формуле (21).
4. Если нагрузка 
[image: image118.wmf]q

 оказалась больше чем 
[image: image119.wmf]3
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q

, структурные параметры определяются равенствами (25). Толщина оптимальной оболочки вычисляется по формуле (26).
Представленный алгоритм оптимизации тонкостенной композитной оболочки легко программируется в любой известной системе компьютерной математики, например, в пакете MATHCAD [4]. Для проведения уточненных расчетов напряженно-деформированного состояния и нахождения критических нагрузок можно воспользоваться, например, пакетом ANSYS [1, 3].
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