ПРОБЛЕМЫ МЕХАНИКИ И УПРАВЛЕНИЯ

Нелинейные динамические системы
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Н.А. Стрелкова. Оптимальная по расходу топлива переориентация… 


УДК 62–50
Н.А. Стрелкова(
г. Пермь

Пермский государственный национальный

 исследовательский университет
Оптимальная по расходу топлива переориентация сферически симметричного твердого тела
в сопротивляющейся среде
Рассматривается задача оптимального по расходу топлива управления переориентацией сферически симметричного твердого тела в сопротивляющейся среде, при условии, что вектор управляющего внешнего момента ограничен по модулю.

Постановка задачи

Уравнения управляемого углового движения твердого тела, обладающего сферической симметрией, имеют вид
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где 
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 – кватернион, компонентами которого являются параметры Родрига–Гамильтона 
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 – символ кватернионного произведения, 
[image: image5.wmf](

)

3

2

1

,

,

w

w

w

=

ω

 – вектор угловой скорости, 
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 – вектор управляющего момента, 
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 – проекции соответственно 
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 и 
[image: image9.wmf]u

 на главные центральные оси 
инерции, 
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 – главные центральные моменты инерции, 
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 – коэффициент аэродинамического момента сопротивления вращению тела.
Начальное и конечное положения твердого тела заданы и являются состояниями покоя:
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На величину управляющего момента наложено ограничение
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Критерием эффективности управления угловым движением твердого тела является минимум расхода топлива на заданном интервале времени
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Требуется найти управляющие функции 
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 удовлетворяют уравнениям и граничным условиям (1)–(3), ограничению (4) и доставляют минимум функционалу (5).
Построение оптимального решения
Сделаем в (1)–(5) следующую замену переменных и констант:
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В дальнейшем все исследования будем проводить в штрихованных переменных, однако штрихи для удобства записи опустим. Соотношения (1), (4) после замены (6) примут вид
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а вид граничных условий (2), (3) и выражения (5) не изменится.
Решение задачи будем искать в классе плоских поворотов, при которых вектор угловой скорости 
[image: image24.wmf]ω

 сохраняет постоянное направление в пространстве:
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Здесь 
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 – постоянный единичный вектор, направленный по оси вращения, 
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 – величина угла поворота. Общее решение кинематических уравнений углового движения твердого тела для данного вектора угловой скорости определяется соотношением [1]
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где 
[image: image29.wmf]c

 – постоянный кватернион.

Подставим в уравнение 
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 выражения (9) и (10). Учитывая, что 
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получаем
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При условии (8) выполняется ограничение
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Введем обозначение
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и соотношения (12), (13) перепишем следующим образом:
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Воспользуемся формулами (7), (9), (11), (15). Тогда функционал (5) примет вид



[image: image36.wmf].

0

dt

u

J

T

ò

*

=


(16)

Для объекта, описываемого дифференциальным уравнением (15), найдем оптимальное управление, обеспечивающее перевод фазовой точки из начального состояния 
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 в конечное положение 
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 и доставляющее минимум функционалу (16).
Применяя принцип максимума Понтрягина [2] получаем, что оптимальное управление и траектория оптимального движения имеют вид
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где моменты переключения 
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 вычисляются по формулам
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Минимум функционала (16) равен
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На рис. 1, 2 изображены при 
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 фазовые траектории для различных значений параметра 
[image: image47.wmf]k

 и представлены графики зависимостей от 
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. Аналогичный вид имеют данные графики при других начальных значениях 
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Используя полученные соотношения, найдем вектор угловой скорости 
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управляющий момент
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и решение кинематических уравнений системы (7)
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где функция 
[image: image57.wmf](

)

t

x

x

=

 определяется равенством (18), а 
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Неизвестную постоянную 
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 и компоненты единичного вектора 
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 найдем из граничных условий (2), (3):


[image: image62.wmf](

)

00

0

arccos

2

l

±

=

x

,
(24)



[image: image63.wmf]3

,

1

,

1

2

00

0

=

-

±

=

i

i

i

l

l

z

.
(25)

Из равенств (23), (25) следует, что параметры Родрига–Гамильтона, характеризующие ориентацию твердого тела при оптимальном движении, имеют вид
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Здесь 
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 – величина угла поворота твердого тела вокруг оси 
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Граничным условиям (2), (3) удовлетворяют два решения рассматриваемой задачи, из этих решений следует выбрать то, при котором значение функционала 
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 является наименьшим. Так как из формул (19), (20) следует, что 
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 является строго возрастающей функцией угла поворота 
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 переключения управления определяются из равенств (19), (20), в которые следует подставить 
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 из (24), причем в формуле (24), а также в соотношениях (25)–(26), следует брать верхний знак, если 
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Покажем, что полученные соотношения (18)–(26), определяющие плоский разворот твердого тела из начального положения (2) в конечное (3), удовлетворяют необходимым условиям принципа максимума Л.С. Понтрягина для исходной задачи оптимального управления.
Так же, как и в работе [1], введем в рассмотрение кватернионы 
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 и 
[image: image78.wmf]j

 сопряженных переменных, в которых компоненты 
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. Тогда функция Гамильтона–Понтрягина и сопряженные уравнения для системы (7) примут вид
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Из условия максимума функции Гамильтона–Понтрягина следует, что 
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Непосредственной проверкой нетрудно убедиться в том, что необходимым условиям принципа максимума Понтрягина удовлетворяют найденные по формулам (21)–(26) функции 
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Учитывая соотношения (8), (14), (20), получаем, что при любом другом законе управления переориентацией твердого тела выполняется неравенство 
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Таким образом, полученное решение удовлетворяет также достаточному условию минимума функционала 
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 меньше длины участка с управлением 
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Если заданное время окончания процесса 
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 совпадает с временем 
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 в задаче быстродействия [3], то 
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 (нет участка свободного движения), при 
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 задача о минимуме расхода топлива решения не имеет.

Замечание

При граничных условиях (3) в конечный момент времени 
[image: image111.wmf]T

 происходит совпадение связанной с твердым телом и опорной систем координат. Если осуществляется оптимальная по быстродействию переориентация твердого тела из заданного начального состояния 
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, то оптимальные значения 
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 по-прежнему определяются равенствами (19), однако 
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Вектор угловой скорости, управляющий момент и траектории оптимального движения в этом случае определяются из выражений (21)–(23), в которые следует подставить 
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 из (27) и заменить вектор 
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 на вектор 
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Пример
Рассмотрим оптимальную по расходу топлива переориентацию твердого тела из начального состояния 
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 в конечное положение (3) при 
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. При отсутствии сопротивления минимальное значение функционала и моменты переключения управления соответственно равны 
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, угол поворота твердого тела за время 
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 равен 
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 рад. На рис. 3, 4 представлены графики зависимости компонент кватерниона 
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 и компонент вектора угловой скорости 
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 от времени.

[image: image130]                     Рис. 3                                                               Рис. 4 

При 
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 угол 
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 остается неизменным, но увеличивается расход топлива при повороте твердого тела вокруг оси 
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 на этот угол. Введем значение коэффициента сопротивления 
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 и, используя соотношения (16), (19), вычислим 
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 Аналогично при 
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 На рис. 5, 6 изображены траектории движения твердого тела в сопротивляющейся среде при 
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[image: image144]                        Рис. 5                                                             Рис. 6 

[image: image145]
              Рис. 7                                                            Рис. 8 

Заключение

Получено аналитическое решение рассматриваемой задачи оптимального управления пространственной переориентацией сферически симметричного твердого тела в сопротивляющейся среде: найдены минимальное значение функционала и оптимальные траектории, определены управления в виде функций, зависящих от компонент кватернионов, характеризующих начальное и конечное положения твердого тела. 

Библиографический список

1. Бранец В.Н. Применение кватернионов в задачах ориентации твердого тела. М.: Наука, 1973. 320 с.
2. Понтрягин Л.С., Болтянский В.Г., Гамкрелидзе Р.В., Мищенко Е.Ф. Математическая теория оптимальных процессов. М.: Наука, 1976. 392 с.
3. Стрелкова Н.А. Оптимальная переориентация сферически-симметричного твердого тела в сопротивляющейся среде // Проблемы механики и управления: межвуз. сб. науч. тр. / Перм. ун-т. Пермь, 2006. Вып. 38. С. 167–180.





















� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���








� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���








� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���








© Стрелкова Н. А., 2012





115
118
117

[image: image149.wmf]0

=

k

[image: image150.wmf]x

[image: image151.wmf]2

t

-

T

[image: image152.wmf]1

2

t

t

-

[image: image153.wmf]1

t

[image: image154.wmf]k

[image: image155.wmf]0

1

2

3

1.5

-

1

-

0.5

-

x2

t

(

)

x12

t

(

)

x22

t

(

)

x1

t

(

)

x11

t

(

)

, 

x21

t

(

)

, 

[image: image156.wmf]0

0.5

1

1.5

1

2

3

4

t

1

k

(

)

t

2

k

(

)

t

1

k

(

)

-

T

t

2

k

(

)

-

k

[image: image157.wmf]x

[image: image158.wmf]0

=

k

[image: image159.wmf]4

.

0

=

k

[image: image160.wmf]8

.

0

=

k

[image: image161.wmf]x

&

[image: image162.wmf]k

[image: image163.wmf]1

t

[image: image164.wmf]1

2

t

t

-

[image: image165.wmf]2

t

-

T

[image: image166.wmf]0

1

2

3

4

0.6

-

0.4

-

0.2

-

w

1

t

(

)

w

2

t

(

)

w

3

t

(

)

t

[image: image167.wmf]0

1

2

3

4

0.2

0.4

0.6

0.8

1

l

0

t

(

)

l

1

t

(

)

l

2

t

(

)

l

3

t

(

)

t

[image: image168.wmf]0

1

2

3

4

0.2

0.4

0.6

0.8

1

l

0

t

(

)

l

1

t

(

)

l

2

t

(

)

l

3

t

(

)

t

[image: image169.wmf]0

1

2

3

4

1

-

0.8

-

0.6

-

0.4

-

0.2

-

w

1

t

(

)

w

2

t

(

)

w

3

t

(

)

t

[image: image170.wmf]0

1

2

3

4

0.2

0.4

0.6

0.8

1

l

0

t

(

)

l

1

t

(

)

l

2

t

(

)

l

3

t

(

)

t

_1413286694.unknown

_1413287096.unknown

_1413292199.unknown

_1413626558.unknown

_1413626671.unknown

_1413626804.unknown

_1413954931.unknown

_1414218492.unknown

_1415702578.unknown

_1414219097.unknown

_1414218442.unknown

_1413627275.unknown

_1413720746.unknown

_1413626679.unknown

_1413626746.unknown

_1413626675.unknown

_1413626571.unknown

_1413626583.unknown

_1413626568.unknown

_1413292425.unknown

_1413548293.unknown

_1413551547.unknown

_1413551551.unknown

_1413551552.unknown

_1413551549.unknown

_1413551550.unknown

_1413551548.unknown

_1413548354.unknown

_1413551545.unknown

_1413551546.unknown

_1413551544.unknown

_1413548334.unknown

_1413535917.unknown

_1413548237.unknown

_1413548268.unknown

_1413548211.unknown

_1413292434.unknown

_1413292438.unknown

_1413292430.unknown

_1413292223.unknown

_1413292416.unknown

_1413292417.unknown

_1413292232.unknown

_1413292386.unknown

_1413292228.unknown

_1413292209.unknown

_1413292219.unknown

_1413292215.unknown

_1413292204.unknown

_1413287224.unknown

_1413292183.unknown

_1413292190.unknown

_1413292194.unknown

_1413292187.unknown

_1413287253.unknown

_1413287549.unknown

_1413292140.unknown

_1413287546.unknown

_1413287236.unknown

_1413287246.unknown

_1413287240.unknown

_1413287228.unknown

_1413287118.unknown

_1413287136.unknown

_1413287220.unknown

_1413287124.unknown

_1413287131.unknown

_1413287106.unknown

_1413287115.unknown

_1413287111.unknown

_1413287099.unknown

_1413286831.unknown

_1413286886.unknown

_1413286972.unknown

_1413287047.unknown

_1413287057.unknown

_1413286979.unknown

_1413286908.unknown

_1413286936.unknown

_1413286900.unknown

_1413286857.unknown

_1413286868.unknown

_1413286882.unknown

_1413286861.unknown

_1413286865.unknown

_1413286843.unknown

_1413286848.unknown

_1413286852.unknown

_1413286839.unknown

_1413286794.unknown

_1413286810.unknown

_1413286824.unknown

_1413286827.unknown

_1413286813.unknown

_1413286801.unknown

_1413286807.unknown

_1413286803.unknown

_1413286798.unknown

_1413286713.unknown

_1413286786.unknown

_1413286791.unknown

_1413286784.unknown

_1413286708.unknown

_1413286712.unknown

_1413286698.unknown

_1413286703.unknown

_1413286605.unknown

_1413286654.unknown

_1413286673.unknown

_1413286681.unknown

_1413286684.unknown

_1413286688.unknown

_1413286676.unknown

_1413286664.unknown

_1413286668.unknown

_1413286656.unknown

_1413286637.unknown

_1413286648.unknown

_1413286651.unknown

_1413286644.unknown

_1413286628.unknown

_1413286634.unknown

_1413286619.unknown

_1413286624.unknown

_1413286610.unknown

_1413286560.unknown

_1413286591.unknown

_1413286598.unknown

_1413286599.unknown

_1413286594.unknown

_1413286572.unknown

_1413286587.unknown

_1413286568.unknown

_1413286541.unknown

_1413286547.unknown

_1413286553.unknown

_1413286557.unknown

_1413286550.unknown

_1413286545.unknown

_1387600955.unknown

_1413286524.unknown

_1413286527.unknown

_1413286519.unknown

_1214938108.unknown

_1214938123.unknown

_1214938422.unknown

_1214920189.unknown

_1214937659.unknown

_1174557738.unknown

