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ПРИВОДИМАЯ ДИНАМИЧЕСКАЯ СИСТЕМА 

ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ ДИНАМИКИ 
Рассматривается движение абсолютно твёрдого тела вокруг неподвижного полюса в псевдоевклидовом пространстве под воздействием системы нестационарных гироскопических сил и линейного диссипативного силового момента, коллинеарного вектору кинетического момента тела. Выполнено приведение неавтономной системы уравнений движения тела к автономной форме. 
Введение
Рассматривается движение абсолютно твёрдого тела в псевдоевклидовом пространстве 
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  c метрическим тензором gij, отнесённым к пространству конфигураций, компоненты которого g11 = g22 = −1, g33 = 1 и gij = 0 при i ≠ j  (i, j = 1, 2, 3). Тело вращается вокруг неподвижного полюса О под воздействием заданных сил. При этом предполагается, что все точки твёрдого тела расположены внутри изотропного конуса  пространства 
[image: image2.wmf]1

3

R

, а неподвижный полюс – в вершине этого конуса. Тогда радиусы-векторы точек тела являются собственными векторами, для которых rs2 = gij ris rjs > 0. 

В пространстве 
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 рассматриваются  векторы трёх типов: собственные, идеальные и изотропные. Пусть s – орт, отнесённый к данному пространству. Тогда собственному, идеальному и изотропному векторам сопоставляется орт s такой, что, соответственно, 
[image: image4.wmf].
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1. Предварительные положения
Введём правые координатные ортобазисы: E1 – инерциальный и E2 (Оx1x2x3) – неизменно связанный с твёрдым телом, оси которого совмещены с главными осями тензора инерции данного тела, отнесённого к неподвижному полюсу О. 

Обозначим: Aj − диагональные элементы матрицы тензора инерции тела; 
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 – угловая скорость тела; 
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(

j

s

s

 – направляющий орт, неизменно связанный с базисом E1. Здесь и далее всюду j = 1, 2, 3. Две оси Оxj в пространстве 
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 являются идеальными и одна – собственной. 

Пусть на твёрдое тело действует система сил с результирующим вектор-моментом 
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где                         
[image: image9.wmf],

0

0

0

)

(

1

2

1

3

2

3

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

-

=

k

k

k

k

k

k

t

K



[image: image10.wmf])
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 – заданные реономные коэффициенты. 

В силу представления (1) вектор-момент 
[image: image11.wmf])

(

j

G

G

 имеет следующие компоненты:
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Система сил, характеризующаяся результирующим вектор-моментом (1) с компонентами (2), является гироскопической системой (термин У.Томсона и Тэта [1]), а характерная кососимметрическая матрица K − гироскопической, элементами которой являются гироскопические параметры kj.

Предполагается, что помимо вектор-момента (1) на твёрдое тело действует нестационарный формально диссипативный силовой момент L (t, ω), аналитическое представление которого задаётся в каждом случае отдельно.

Введём вектор 
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Здесь 
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 – матрица, элементы которой являются заданными кинетическими параметрами твёрдого тела; 
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 – характерный вектор такой, что 
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где 
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 – "квазипотенциал". 
Движение твёрдого тела вокруг неподвижного полюса О при воздействии силовых факторов (1), L определяется эволюционной неавтономной динамической системой 
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где 
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Точка сверху здесь и всюду далее обозначает дифференцирование по натуральному времени t.
Режим движения твёрдого тела, определяемый динамической системой (4), является режимом авторегулирования по Р.Граммелю. В работах [2–4] он упоминается как "режим самовозбуждения" ввиду того, что компоненты результирующего внешнего силового момента задаются относительно базиса E2. 
2. Постановка задачи  
Примем следующие условия.
• Вектор-момент L в каждый момент времени коллинеарен вектору кинетического момента тела 
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где 
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 – заданный произвольный реономный параметр, имеющий размерность угловой скорости. 
• Гироскопические параметры системы 
[image: image22.wmf])
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 заданы зависимостями
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где 
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 – заданная функция реономного подобия, nj ( j = 1, 2, 3) – известные постоянные гироскопические коэффициенты. В силу равенства (6) k (t) – подобно-изменяемый гироскопический вектор. 

• Вектор-момент L, определяемый равенством (5), в любой момент времени имеет неизменное направление относительно базиса E1. Реализация этого условия достигается функционированием определённой сервосвязи [5, c. 344], регулирующей ориентацию этого вектора. 

• Для параметров 
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 содержащихся в равенстве (3), примем 

[image: image26.wmf].

,

)

(

,

)

(

1

2

3

3

1

2

3

2

1

A

A

m

A

A

m

A

A

m

-

=

+

=

+

-

=

      (7)

Тогда динамическая система (4) определяет движение твёрдого тела вокруг неподвижного полюса в пространстве 
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 [6]. 
Ставится задача: при заданных предпосылках привести динамическую систему (4) с зависимостями (1)–(3), (5)–(7) к автономной системе вида, аналогичному виду системы уравнений Л.Эйлера–Н.Жуковского для пространства 
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 [7]. Аналогичная частная задача для твёрдого тела в случае евклидова пространства R3 рассмотрена в работе [8]. 
3. Приведение динамической системы  
Зададим безразмерную функцию подобия в виде 
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и выполним приведение динамической системы (4) при условиях поставленной задачи. Эта система  при заданных зависимостях (2), (3), (5)−(7) обладает независимыми первыми интегралами 
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существующими при любых начальных условиях.
В равенствах (9) < … > – символ суммирования указанных величин по индексу j; h, H – постоянные интегрирования; 
[image: image32.wmf]l

= (1, − 1, 0) в случаях, когда орт s – собственный, идеальный или изотропный, соответственно.
Введём преобразование А.Г.Гринхилла–М.Ш.Аминова [5, 9, 10]
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где 
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 приведённое время, связанное с натуральным временем t зависимостями (8), (10). Преобразование 
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 (10) для каждого момента времени t является гомотетией с центром в точке покоя и коэффициентом 
[image: image36.wmf].
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 Множество таких гомотетий с общим центром образуют группу преобразований.
Для системы уравнений (4), представленной в виде
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где 
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 выполним преобразование (10) в силу соотношений (6)–(8). В результате из (11) получим систему 
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где штрих обозначает дифференцирование по переменной 
[image: image42.wmf].
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Система (12) представляет уравнения движения твёрдого тела вокруг неподвижного полюса в пространстве 
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 совершаемого для 
[image: image44.wmf]¥
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 под воздействием преобразованной стационарной системы гироскопических сил [11]. 
Выполняя для системы интегралов (9) преобразование (10), в результате получаем [11] 
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Истолкование интегралов (13) известно [7]. 
Системы уравнений (12) и первых интегралов (13) соответствуют динамическому аналогу случая Л.Эйлера–Н.Жуковского для твёрдого тела, движущегося под воздействием гироскопических сил в пространстве 
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 [7]. Эти системы являются результатом приведения исходной динамической системы (4) к автономному виду при заданных структурно-динамических условиях.
4. Геометрия движения 
Взаимная ориентация координатных базисов E1, E2 в пространстве 
[image: image48.wmf]1
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 определяется величинами 
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 φ, являющимися аналогами углов Эйлера, отнесённых к евклидову пространству. Здесь ρ ≠ 0 – характерный параметр – радиус кривизны соответственной плоскости Лобачевского [12]. Соотношениями связи между этими параметрами ориентации и компонентами ωj являются равенства [13]: 
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– для собственного орта s (s2 = 1);
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– в случае идеального орта s (s2 = − 1); 
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если орт s – изотропный (s2 = 0) [13]. 
Соотношения (14)–(16) являются аналогами кинематических уравнений Эйлера, относящихся к случаю евклидова пространства. Характерным свойством этих соотношений является их инвариантность относительно преобразования (10). 
В случае собственного орта s для параметров ориентации твёрдого тела имеют место соотношения [13] 
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Зависимость углов 
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 от величин 
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 известна [12]. Тогда из последнего уравнения системы (14) в силу соотношений (17) следует 
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Соотношение (18) также инвариантно относительно преобразования (10). Это же утверждение справедливо и для выражений, определяющих величину 
[image: image58.wmf]l
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 в случаях идеального и изотропного орта s.
Таким образом, в силу указанной инвариантности для каждого вида орта s параметры ориентации 
[image: image59.wmf]j
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 твёрдого тела выражаются такими же функциями 
[image: image60.wmf],

t

как и при L = 0 в зависимости от t. В силу этого геометрия движения твёрдого тела (базиса E2), происходящего под воздействием произвольного по модулю нестационарного силового момента L (5), коллинеарного кинетическому моменту тела, идентична геометрии его движения в случае, при котором L ≡ 0. Отличие этих случаев между собой проявляется лишь в кинематических соотношениях, определяющих зависимости параметров ориентации тела (аналогов эйлеровых углов) от гипотетического времени τ.  
Заключение 

Общая теория приводимых линейных динамических систем была построена Н.П.Еругиным [14]; им был получен и критерий приводимости этих систем. Проблема приводимости нелинейных динамических систем несравненно более сложная. 
В широком аспекте теоретической основой приведения неавтономной динамической системы к автономному виду является теория групп Ли. Эта теория позволяет найти необходимые и достаточные условия существования непрерывной однопараметрической группы преобразований для данной системы с определённым инфинитезимальным оператором. 
Необходимость применения детерминированных нестационарных моделей в динамике твёрдого тела обусловлено решением задач динамической эволюции тел, имеющих нестационарную кинетическую структуру и движущихся под воздействием существенно нестационарных силовых факторов. При этом важно выделить случаи движения такого рода тел, для которых их неавтономные динамические системы в результате приведения сохраняют свои определённые динамические свойства. 

Динамический фактор L (5) в общем случае может рассматриваться как формально диссипативный силовой момент. Форма его представления в виде зависимости (5), помимо [8], применена в ряде других задач динамики твёрдого тела для евклидова пространства, в частности, в работах [4, 5, 9, 10, 15, 16]. 
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