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Ââåäåíèå

Ìîäåëè â ôîðìå äåòåðìèíèðîâàííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÈÄÓ, ÑÈÄÓ), îáûêíîâåííûõ è â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, èíòåðåñíû êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé, òàê è ïðàê-
òè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ îïèñûâà-
þò çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ÿâëåíèé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ, â ÷àñòíîñòè,
â òåîðèè êîëåáàíèé ñ ó÷åòîì íàñëåäñòâåííîñòè ìàòåðèàëà [1], àýðî-
àâòîóïðóãîñòè [2], âÿçêîóïðóãîñòè [3] è äð. Îáùàÿ òåîðèÿ è ïåðâè÷-
íàÿ êëàññèôèêàöèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé áûëà ðàçðàáîòàíà Âèòî Âîëüòåððà [4] â ïåðâîé ïî-
ëîâèíå XX â. Íåêîòîðûå ñîâðåìåííûå îáùèå ïðèëîæåíèÿ ÈÄÓ ðàñ-
ñìîòðåíû â [5].

Cèñòåìû îáûêíîâåííûõ ÑÈÄÓ â ñòîõàñòè÷åñêîé ìåõàíèêå ÷à-
ñòî âîçíèêàþò êàê ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ òàêèõ ìåòîäîâ, êàê ìåòîä
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) [6], ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (ÌÊÐ)
[7], ìåòîä Ãàëåðêèíà [8], ìåòîä ïðÿìûõ [9], ðàçëîæåíèå íåèçâåñò-
íûõ ôóíêöèé ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì êðàåâîé çàäà÷è [10, 11]
èëè êàêèì-ëèáî ñïåöèàëüíûì ôóíêöèÿì [12], ê ÑÈÄÓ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ (ÑÈÄÓâ×Ï) [13], êîòîðûå îïèñûâàþò íåïðåðûâíûå
âÿçêîóïðóãèå ñðåäû. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÈÄÓâ×Ï èëè ÑÈÄÓâ-
×Ï â îáûêíîâåííûå ÈÄÓ èëè ÑÈÄÓ çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè ñòðóê-
òóðà ÿäåð â îáûêíîâåííûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ èëè ñòîõàñòè÷åñêèõ
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ.

Íèæå ïðåäñòàâëåíû ñõåìà è àëãîðèòì ðàñ÷åòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è
îöåíêè õàðàêòåðèñòèê ñòîõàñòè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íûõ êîëå-
áàíèé âÿçêîóïðóãîé áàëêè äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîãî ÿäðà. Èñïîëü-
çîâàíèè ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ñèíóñàì ïðîñòðàíñòâåííîé êîîð-
äèíàòû ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó àíàëèçà ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ê èññëåäî-
âàíèþ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ ÑÈÄÓ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæå-
íèÿ, çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè. Äëÿ îöåíêè ïåðâûõ ìîìåíòíûõ ôóíê-
öèé ïîñëåäíèõ ïðèìåíÿåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà àïïðîêñèìàöèè
ÿäðà [14], ïîçâîëÿþùàÿ ïîñòðîèòü öåïî÷êó ñèñòåì îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ èñêîìûõ ìîìåíòîâ.

1. ÈÄÓ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþùåå äåòåð-

ìèíèðîâàííûå êîëåáàíèÿ

Ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé áàëêè ïðåäïîëà-
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ãàåòñÿ [15], ÷òî â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè óïðóãàÿ îñü áàëêè
ïðÿìîëèíåéíà è ñîâïàäàåò ñ ëèíèåé öåíòðîâ òÿæåñòè ïîïåðå÷íûõ
åå ñå÷åíèé. Ýòà ïðÿìîëèíåéíàÿ îñü ïðèíèìàåòñÿ çà êîîðäèíàòíóþ
îñü. Îò íåå èäåò îòñ÷åò îòêëîíåíèé ýëåìåíòîâ áàëêè ïðè ïîïåðå÷-
íûõ êîëåáàíèÿõ. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè, ÷òî îòêëîíåíèÿ îòäåëüíûõ òî÷åê îñè áàëêè ïðîèñ-
õîäÿò ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðÿìîëèíåéíîìó, íåäåôîðìèðîâàííîìó åå
íàïðàâëåíèþ, ïðåíåáðåãàÿ ñìåùåíèÿìè ýòèõ òî÷åê, ïàðàëëåëüíû-
ìè îñè OX. Äàëåå, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îòêëîíåíèÿ òî÷åê îñè
ñòåðæíÿ ïðè ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ ïðîèñõîäÿò â îäíîé ïëîñêî-
ñòè (ïëîñêîñòü êîëåáàíèé) è ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè îòêëîíåíèÿìè â òîì
ñìûñëå, ÷òî âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì âîññòàíàâëèâàþùèå ñèëû îñòà-
þòñÿ â ïðåäåëàõ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
îòêëîíåíèÿ òî÷åê îñè ñòåðæíÿ ïðè ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îäíîé ôóíêöèåé äâóõ ïåðåìåííûõ � êîîðäè-
íàòû x è âðåìåíè t: u = u(x, t). Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ëè-
íåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî íà îñíîâå èç
ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé.

Ïóñòü íà áàëêó äåéñòâóåò ðàñïðåäåëåííàÿ ïîïåðå÷íàÿ íàãðóç-
êà, èíòåíñèâíîñòü êîòîðîé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç q(x, t), à òàêæå ïðî-
äîëüíàÿ ñèëà (ðàñòÿãèâàþùàÿ èëè ñæèìàþùàÿ), íàïðàâëåííàÿ ïî
îñè áàëêè ñ èíòåíñèâíîñòüþ p(x, t). Ýòè íàãðóçêè ìîãóò çàâèñåòü
íå òîëüêî îò ïîëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ áàëêè, íî è îò âðåìåíè. Òîãäà
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êîëåáëþùåéñÿ áàäêè ñêëàäûâàåòñÿ èç êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè ïîïåðå÷íûõ ñìåùåíèé ýëåìåíòîâ ñòåðæíÿ è êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè âðàùåíèé ýëåìåíòîâ ñòåðæíÿ âîêðóã îñåé, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòè êîëåáàíèé. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ áó-
äåò ðàâíà ñóììå òðåõ ñëàãàåìûõ: à) ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè óïðóãîé
äåôîðìàöèè (ðàáîòà âîññòàíàâëèâàþùèõ óïðóãèõ ñèë); á) ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè ïðîãèáà îò ïîïåðå÷íîé íàãðóçêè q̄(x, t); â) ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè ðàñòÿæåíèÿ îò ïðîäîëüíîé ñèëû p̄(x, t).

Òîãäà óðàâíåíèå ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé áàëêè ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíî, åñëè ñîñòàâèòü äëÿ ôóíêöèîíàëà Îñòðîãðàäñêîãî�Ãàìèëü-
òîíà óðàâíåíèå Ýéëåðà [15]

m(x)
∂2u

∂t2
+

∂2

∂x2

(
E I

∂2u

∂x2

)
− ∂

∂x

(
p̄
∂u

∂x

)
−
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− ∂2

∂x∂t

(
I0

∂2u

∂x∂t

)
= q̄(x, t), (1)

ãäå m(x) [êÃ·ñ2/ñì2] � ìàññà åäèíèöû äëèíû áàëêè, E I � æåñò-
êîñòü íà èçãèá (E [êÃ/ñì2] � ìîäóëü óïðóãîñòè, I [ñì4] � ìîìåíò
èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ áàëêè îòíîñèòåëüíî íåéòðàëüíîé îñè
ñå÷åíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè êîëåáàíèé), I0 [êÃ·ñì] � ìî-
ìåíò èíåðöèè åäèíèöû äëèíû ñòåðæíÿ îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíîé
îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè êîëåáàíèé.

ÄÓ (1) � ëèíåéíîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, ñîñòàâëåííîå
ïðè ñàìûõ îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî äåéñòâóþùèõ íà
ñòåðæåíü ñèë, æåñòêîñòè è ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû.

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ó÷åñòü íàëè÷èå âíåøíåãî òðåíèÿ, âíóòðåí-
íåãî òðåíèÿ ïî çàêîíó Ôîéõòà [16]

d2
∂5u

∂4x ∂t
, d =

√
k0 I

ρ S
, (2)

âÿçêîóïðóãîñòü ìàòåðèàëà áàëêè, çàâèñèìîñòü ñèëû P òîëüêî îò
âðåìåíè, ïîñòîÿíñòâîm, E I è I0, à òàêæå íàëè÷èå ñïëîøíîãî óïðó-
ãîãî îñíîâàíèÿ (ìîäåëü Âèíêëåðà), òî óðàâíåíèå äëÿ ïîïåðå÷íûõ
êîëåáàíèé âÿçêîóïðóãîé áàëêè äëèíû L, ñæàòîé ïðîäîëüíîé ñèëîé
p(t) è íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ðàñïðåäåëåííîé íàãðóç-
êè q(x, t) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∂2u(x, t)

∂t2
+ 2α

∂u(x, t)

∂t
+ β2 u(x, t) + p(t)

∂2u(x, t)

∂x2
+

+ c2
∂4u(x, t)

∂x4
− I0

∂4u(x, t)

∂x2∂t2
= γ

t∫
0

R(t, τ)
∂4u(x, τ)

∂x4
dτ−

− d2
∂5u(x, t)

∂4x ∂t
+ q(x, t), 0 < x < L, t > 0, (3)

ãäå R(t, τ) > 0 � ÿäðî, îïðåäåëÿþùåå íàñëåäñòâåííûå ñâîéñòâà ìà-
òåðìàëà, α, β, γ, c, d � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå,

c =

√
E I

ρS
.
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Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêèå óñëî-
âèÿ:

u(x, 0) = ū1(x),
∂u(x, 0)

∂t
= ū2(x), 0 < x < L, (4)

u(0, t) =
∂2u(x, t)

∂x2

∣∣∣∣
x=0

= 0, u(L, t) =
∂2u(x, t)

∂x2

∣∣∣∣
x=L

= 0 (5)

(êîíöû áàëêè øàðíèðíî çàêðåïëåíû), ãäå ū1(x), ū2(x) � èçâåñòíûå
ôóíêöèè x.

2. Ïîñòðîåíèå ñèñòåìû ÑÈÄÓ

Äëÿ àíàëèçà ñòîõàñòè÷åñêèõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé âÿçêîóïðó-
ãîé áàëêè óðàâíåíèå è íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ ïðè íàëè÷èè ñëó-
÷àéíûõ âíåøíåé ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè è îñåâîé ñèëû äîëæíû
áûòü çàïèñàíû òàê:

∂2U(x, t)

∂t2
+ 2α

∂U(x, t)

∂t
+ β2 U(x, t) + P (t)

∂2u(x, t)

∂x2
+

+ c2
∂4u(x, t)

∂x4
− I0

∂4U(x, t)

∂x2∂t2
= γ

t∫
0

R(t, τ)
∂4U(x, τ)

∂x4
dτ−

− d2
∂5U(x, t)

∂4x ∂t
+Q(x, t), 0 < x < L, t > 0, (6)

U(x, 0) = Ū1(x),
∂U(x, 0)

∂t
= Ū2(x), 0 < x < L, (7)

U(0, t) =
∂2U(x, t)

∂x2

∣∣∣∣
x=0

= 0, U(L, t) =
∂2U(x, t)

∂x2

∣∣∣∣
x=L

= 0. (8)

ãäå Ū1(x), Ū2(x) � ñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå ïîëÿ ñ èçâåñòíûìè õà-
ðàêòåðèñòèêàìè.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëå Q(x, t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Q(x, t) =
+∞∑
k=1

Qk(t) sinωk x, ωk =
π k

L
(9)

(ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àéíîìó âîçáóæäåíèþ àìïëèòóä ãàðìîíèê
ýòîãî ïîëÿ). Ïðè ýòîì ðåøåíèå çàäà÷è (6)�(8) áóäåì èñêàòü â âèäå

128



È.Å.Ïîëîñêîâ. Î ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ëèíåéíûõ...

ðÿäà

U(x, t) =
+∞∑
k=1

Uk(t) sinωk x. (10)

Ïîäñòàâëÿÿ ðÿäû (9), (10) â óðàâíåíèå (6) è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôè-
öèåíòû ïðè ñèíóñàõ ñ îäèíàêîâûìè àðãóìåíòàìè, äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé Uk(t) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñ÷åòíóþ ñèñòåìó
ÑÈÄÓ:

(1 + ω2
k I0) Ük(t) + (2α+ d2 ω4

k) U̇k(t)+

+
[
β2 + c2 ω4

k − ω2
k P (t)

]
Uk(t) =

= γ ω4
k

t∫
0

R(t, τ)Uk(τ) dτ + Qk(t), k = 1, 2, ..., t > 0, (11)

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ êîòîðîé áóäóò ñîîòíîøåíèÿ

Uk(0) =
2

L

L∫
0

Ū1(x) sinωk x dx ≡ Ũ1k,

U̇k(0) =
2

L

L∫
0

Ū2(x) sinωk x dx ≡ Ũ2k,

(12)

ãäå Ũ1k, Ũ2k � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, à êðàåâûå óñëîâèÿ óäîâëåòâîðÿ-
þòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ, êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèè è äèñïåðñèè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ
U(x, t) áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

mU (x, t) = E [U(x, t)] =
+∞∑
k=1

mUk(t) sinωk x, (13)

CUU (x, t; y, t
′) = E [{U(x, t)−mU (x, t)}{U(y, t′)−mU (y, t

′)}] =

=
+∞∑
k,ℓ=1

Ckℓ(t, t′) sinωk x sinωℓ y, (14)

DUU (x, t) ≡ CUU (x, t;x, t) = E
[
{U(x, t)−mU (x, t)}2

]
=
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=

+∞∑
k,ℓ=1

Dkℓ(t) sinωk x sinωℓ x, (15)

ãäå
Ckℓ(t, t′) = E [{Uk(t)−mUk(t)}{Uℓ(t

′)−mUℓ(t
′)}],

à E [...] � îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (11) èìåþò îäèíàêîâóþ ñòðóê-

òóðó è ìîãóò àíàëèçèðîâàòüñÿ íåçàâèñèìî.
Åñëè ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (11) íà êîýôôèöèåíò ïðè

Ük(t) è ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ:

Uk1(t) = Uk(t), Uk2(t) = U̇k(t),

rk1 = (2α+ d2 ω4
k) rk4, rk2 =

[
β2 + c2 ω4

k

]
rk4,

rk3 = (2α+ d2 ω4
k) rk4, rk4 =

1

1 + ω2
k I0

, rk5 = ω2
k rk4,

òî ñèñòåìà (11) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

U̇k1(t) = Uk2(t),

U̇k2(t) = −rk1 Uk2(t)− rk2 Uk1(t)+

+ rk3

t∫
0

R(t, τ)Uk1(τ) dτ + rk4 Qk(t) + rk5 Uk1(t)P (t),

k = 1, 2, ..., t > 0.

(16)

Ïîëó÷åíà ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ ÑÈÄÓ, êîòîðûå áó-
äåì òðàêòîâàòü êàê óðàâíåíèÿ Ñòðàòîíîâè÷à [12]. Íåñëîæíî âè-
äåòü, ÷òî ýòà ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ íà îòäåëüíûå áëîêè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå êàæäîìó k. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñõåìà
ïðèáëèæåííîãî ñâåäåíèÿ (áåç çàäàíèÿ ñòðóêòóðû ÿäðà) ïðîèçâîëü-
íîãî áëîêà ñèñòåìû (16) ê ÑÄÓ, îñíîâàííàÿ íà ïðîöåäóðå ðàñøè-
ðåíèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ÿâëÿþùàÿñÿ àäàïòàöèåé àëãîðèòìà
èç ðàáîòû [14].

3. Ìåòîä àíàëèçà ÑÈÄÓ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ÑÈÄÓ Ñòðàòîíîâè÷à:
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Ẏ1(t) = Y2(t)),

Ẏ2(t) = α(t)Y1(t) + β(t)Y2(t) + γ(t)

t∫
t0

B(t, τ)Y1(τ) dτ+

+ ρ(t) +
m∑
ℓ=1

µℓ(t)Vℓ(t) + µ0(t)Y1(t) ◦Ξ0(t),

V̇ (t) = H(t)V (t) +O(t)Ξ(t),

t ∈ (t0, T ], Y (t0) = Y 0, V (t0) = V 0,

(17)

ãäå t � âðåìÿ; Y (t) = {Y1(t), Y2(t)}T � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ;

V (t) = {V1(t), V2(t), ..., Vm(t)}T

� âåêòîð íåñòàöèîíàðíûõ ãàóññîâûõ ïðîöåññîâ � ñëó÷àéíûõ âîç-
ìóùåíèé; íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ Y (t0) = Y 0 è V (t0) = V 0 ñ÷è-
òàþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè ñ èçâåñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè;
Ξ(t) = {Ξ1(t), Ξ2(t), ..., Ξp(t)}T è Ξ0(t) � âåêòîð íåçàâèñèìûõ ñòà-
öèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåñîâ òèïà áåëîãî øóìà ñ åäèíè÷íûìè
èíòåíñèâíîñòÿìè è îòäåëüíûé ïðîöåññ òàêîé æå ôîðìû,

E [Ξi(t)] = 0, E [Ξi(t)Ξj(t
′)] = 2π δij E δ(t− t′), i, j = 0, 1, 2, ..., p;

T � ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèö; E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà; δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà; δ(t) � äåëüòà-
ôóíêöèÿ Äèðàêà; α(t), β(t), γ(t), B(t, τ), ρ(t), µℓ(t) èH(t) = {hij(t)},
O(t) = {oij(t)} � èçâåñòíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè âðåìåíè; m > 0
� öåëîå.

Ðàçîáüåì îòðåçîê [t0, T ] òî÷êàìè tk = t0 + k h, k = 0, 1, 2, ...,
M , h = (T − t0)/M òàê, ÷òîáû ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ íà îòðåçêå
[tk−1, tk] (k > 1) ÿäðî B(t, τ) ìîæíî áûëî çàìåíèòü íà ôóíêöèþ

(ñðåäíåå çíà÷åíèå) B̂k(t), êîòîðóþ âû÷èñëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B̂k(t) =
1

h

tk∫
tk−1

B(t, τ) dτ ≈ 1

h

∆τ

3

2L∑
s=0

cs B(t, τks) =
1

6L

2L∑
s=0

csB(t, τks)

(ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà O(∆τ)4), ãäå

τks = tk + s ·∆τ, s = 0, 1, ..., 2L, h = 2L ·∆τ, L > 1,
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cs =

 1, åñëè s = 0 èëè 2L;
4, åñëè s íå÷åòíî;
2, èíà÷å.

Òàêèì îáðàçîì, ÿäðî B(t, τ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿí-
íîé ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ìàòðèöåé-ôóíêöèåé. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî
âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (17) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

Ẏ2(t) = α(t)Y1(t) + β(t)Y2(t) +

+ γ(t)
[ ν−1∑
k=1

B̂k(t)

tk∫
tk−1

Y1(τ) dτ + B̂ν(t)

t∫
tν−1

Y1(τ) dτ
]
+

+ ρ(t) +

m∑
ℓ=1

µℓ(t)Vℓ(t) + µ0(t)Y1(t) ◦Ξ0(t),

(18)

t ∈ (tν−1, tν ], ν = 1, ...,M.

Ââåäåì íîâûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû:

Yk1(t) = Y1(t), Yk2(t) = Y2(t), V k(t) = V (t),

Zk(t) =

t∫
tk−1

Yk1(τ) dτ, t ∈ (tk−1, tk].
(19)

Òîãäà ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (19) ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà (17), (18) ïðè-
íèìàåò ñëåäóþùóþ ôîðìó:

Ẏν1(t) = Yν2(t),

Ẏν2(t) = α(t)Yν1(t) + β(t)Yν2(t) +

+ γ(t)
[ ν−1∑
k=1

B̂k(t)Zk(tk) + B̂ν(t)Zν(t)
]
+

+ ρ(t) +
m∑
ℓ=1

µℓ(t)Vνℓ(t) + µ0(t)Yν1(t) ◦Ξ0(t),

V̇ν(t) = H(t)Vν(t) +O(t)Ξ(t),

Żν(t) = Yν1(t),

(20)
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ïðè÷åì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (20) îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

Yνi(tν−1) = Yν−1,i(tν−1), i = 1, 2, Zν(tν−1) = 0,

Vν(tν−1) = Vν−1(tν−1).
(21)

Ðàññìîòðèì âðåìåíí�îé îòðåçîê [tν−1, tν ] (ν > 0) è ïîñòðîèì
ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) äëÿ
âåêòîðà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé

mXν(t) =



mXν1(t)
mXν2(t)
mXν3(t)

...
mXν,n+2(t)
mXν,n+3(t)

...
mXν,n+ν+2(t)


=



mYν1(t)
mYν2(t)
mVν1(t)

...
mXνn(t)
mZ1(t1)

...
mZν(t)


è ìàòðèöû êîâàðèàöèé

CXν(t) = {CXνij(t)} = {CXνji(t)} =

=



CYν11 CYν12 CYVν11 ... CYVν1n CYZν11 ... CYZν1ν

CYν21 CYν22 CYVν21 ... CYVν2n CYZν21 ... CYZν2ν

CVYν11 CVYν12 CVVν11 ... CVVν1n CVZν11 ... CVZν1ν

... ... ... ... ... ... ... ...
CV Yνn1 CV Yνn2 CVVνn1 ... CVVνnn CVZνn1 ... CVZνnν

CZYν11 CZYν12 CZVν11 ... CZVν1n CZZν11 ... CZZν1ν

... ... ... ... ... ... ... ...
CZYνν1 CZYνν2 CZVνν1 ... CZVννn CZZνν1 ... CZZννν


âåêòîðà

Xν(t) = col
(
Yν(t),Vν(t), {Z1(t1), Z2(t2), ..., Zν−1(tν−1), Zν(t)}T

)
,

èìåþùåãî ðàçìåðíîñòü Nν = 2 + m + ν. Ïåðâóþ èç ýòèõ ñèñòåì
ìîæíî ïîëó÷èòü ïðÿìûì óñðåäíåíèåì óðàâíåíèé (20):
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ṁYν1(t) = mYν2(t),

ṁYν2(t) = α(t)mYν1(t) + β(t)mYν2(t) +

+ γ(t)
[ ν−1∑
k=1

B̂k(t)mZk(tk) + B̂ν(t)mZν(t)
]
+

+ ρ(t) +

m∑
ℓ=1

µℓ(t)mVνℓ(t),

ṁVν(t) = H(t)mVν(t),

ṁZν(t) = mYν1(t).

(22)

Ïðè ýòîì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ îæèäàíèé ïðèìóò ñëåäóþùóþ ôîðìó:

mYνi(tν−1) = mY,ν−1,i(tν−1), i = 1, 2, mZν(tν−1) = 0,

mVν(tν−1) = mV,ν−1(tν−1).
(23)

Âòîðàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ åå ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé (ÑÄÓ) äëÿ âåêòîðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà Xν(t) = {Xνℓ, ℓ =

1, Nν }T çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ẋν(t) = Aν(t)Xν(t) + bν(t) +G1ν(t)Ξ(t) + g2ν Xν1(t) ◦Ξ0(t), (24)

ãäå

Aν(t) ≡
[
aνij(t)

]
=


0 1 0m 0ν

α(t) β(t) µ(t) γν(t)
0m 0m H(t) Omν

0ν−1 0ν−1 Oν−1,m Oν−1,ν

1 0 0m 0ν

 ,

bν(t) =


0

ρ(t)
0m

0ν

 , G1ν(t) =


0p
0p
O(t)
Oνp

 , g2ν =


0

µ0(t)
0m

0ν

 ;

µ(t) =
[
µ1(t) µ2(t) ... µm(t)

]
;
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γν(t) =
[
γ(t) B̂1(t) γ(t) B̂2(t) ... γ(t) B̂ν(t)

]
;

0s, 0r, Osr � íóëåâûå ñòîëáåö, ñòðîêà è ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàçìåðîâ.

Óðàâíåíèÿ (24) áóäåì òðàêòîâàòü êàê ÑÄÓ â ñìûñëå Ñòðàòî-
íîâè÷à. Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì ñòðóêòóðû ýòèõ óðàâíåíèé êîìïîíåíòû
âåêòîðà ñíîñà ãν = {ãνi} è ìàòðèöû äèôôóçèè Bν(t) = {b̃νij(t)}
óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà (ÔÏÊ�óðàâíåíèÿ) ìîãóò
áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëàì [12]:

ãνi =

Nν∑
ℓ=1

aνiℓ xνℓ + bνi,

Bν(t) =


0 0 0m 0ν
0 µ2

0(t)x
2
ν1 0m 0ν

0m 0m O(t)OT(t) Omν

0ν 0ν Oνm Oνν

 ,

à ñàìî ÔÏÊ�óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè pν(xν , t) âåêòî-
ðà Xν(t) áóäåò èìåòü âèä:

∂pν
∂t

=
1

2

Nν∑
i,j=1

∂2
(
b̃νij pν

)
∂xνi ∂xνj

−
Nν∑
i=1

∂
(
ãνi pν

)
∂xνi

. (25)

Îòñþäà êîìïîíåíòû ìàòðèöû êîâàðèàöèé CXν(t) áóäóò óäîâëåòâî-
ðÿòü ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì [12]:

ĊXνij(t) =

∫
RNν

[
(xνi −mXi) ãνj(xν , t) + (xνj −mXj) ãνi(xν , t)+

+ b̃νij(xν , t)
]
pν(xν , t) dxν , i, j = 1, 2, ..., Nν . (26)

Ó÷èòûâàÿ áëî÷íóþ ñòðóêòóðó ìàòðèö Aν(t) è Bν(t), ìîæíî ïîëó-
÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ CXνij(t) = CXνji(t) ïðè êîíêðåòíûõ i è j:

ĊYν11(t) = CYν12(t),

ĊXν1,m+ν+2(t) = CYν11(t) + CXν2,m+ν+2(t),

135



ÏÐÎÁËÅÌÛ ÌÅÕÀÍÈÊÈ È ÓÏÐÀÂËÅÍÈß � 2014

ĊYν12(t) = α(t) CYν11(t) + β(t) CYν12(t) +
m∑
ℓ=1

µℓ(t) CXν1,ℓ+2(t)+

+ γ(t)
[ ν−1∑
k=1

B̂k(t) CXν1,m+k+2(t) + B̂ν(t) CXν1,m+ν+2(t)
]
+CYν22(t),

ĊYν22(t) = 2
{
α(t) CYν12(t) + β(t) CYν22(t) +

m∑
ℓ=1

µℓ(t) CXν2,ℓ+2(t)+

+ γ(t)
[ ν−1∑
k=1

B̂k(t) CXν2,m+k+2(t) + B̂ν(t) CXν2,m+ν+2(t)
]}

+

+ µ2
0(t)

[
CYν11(t) +m2

Yν1(t)
]
,

ĊV (t) = H(t) CV (t) +
[
H(t) CV (t)

]T
+O(t)OT(t),

ĊXνij(t) = 0 äëÿ îñòàëüíûõ i è j.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðèíèìàþò
ñëåäóþùóþ ôîðìó:

CYνij(tν−1) = CY,ν−1,ij(tν−1), 1 6 i 6 j 6 2,

CVν(tν−1) = CV,ν−1(tν−1), CXν1,m+ν+2(tν−1) = 0,

CXνij(tν−1) = CX,ν−1,ij(tν−1), äëÿ îñòàëüíûõ i è j.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå äëÿ àíàëèçà ñòîõàñòè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ïîïåðå÷íûõ êî-
ëåáàíèé âÿçêîóïðóãîé áàëêè ñ íåðàçíîñòíûì ÿäðîì, ëåæàùåé íà
ñïëîøíîì óïðóãîì îñíîâàíèè è âîçìóùàåìîé ñëó÷àéíûìè îñåâîé
ïðîäîëüíîé ñèëîé è âíåøíåé ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêîé, ïðèìåíåíî
ñî÷åòàíèå ïðèáëèæåííî-àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ ñìåùå-
íèÿ ñå÷åíèé áàëêè èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî ñèíóñàì ñ êðàòíûìè
àðãóìåíòàìè ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû è ïîñòðîåííèÿ öåïî÷-
êè ëèíåéíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå
ìîäèôèêàöèè ìåòîäà àïïðîêñèìàöèè ÿäðà. Äàííàÿ öåïî÷êà çàòåì
áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ âûâîäà çàìêíóòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñè-
ñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ïåðâûõ ìî-
ìåíòíûõ ôóíêöèé (ìàòåìàòè÷åñêìõ îæèäàíèé è êîâàðèàöèé) ðàñ-
øèðÿþùåãîñÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ.
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