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ПРОЕКТИРОВАНИЕ КОМПОЗИТНЫХ  

ТРЕХСЛОЙНЫХ ПЛАСТИН 
 

Приведен алгоритм проектирования композитной трех-
слойной пластинки, находящейся под действием сжимаю-
щих нагрузок. В основе предлагаемого алгоритма лежит 
идея разделения параметров оптимизации на две группы: 
первая группа параметров определяется только из условий 
прочности, а вторая – из условий устойчивости.  
 
Ключевые слова: пластина; композит; проектирование. 
 
Рассматривается прямоугольная трехслойная пластинка 

длиной a и шириной b, находящаяся под действием сжимающих 
нагрузок.  

 
Рис. 1. Пластинка, сжатая в одном направлении 
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Предполагается, что оба несущих слоя представляют со-
бой одинаковые тонкие пластинки, образованные продольно-
поперечной укладкой однонаправленных монослоев, а заполни-
тель – сплошное однородное тело.  

 

 
Рис. 2. Элемент трехслойной пластинки 

 
Введем следующие обозначения: h – толщина одного не-

сущего слоя; 2H – толщина заполнителя; 0  и 90  – относи-
тельные содержания продольных и поперечных монослоев со-
ответственно; 0  – плотность материала несущих слоев; z  – 
плотность материала заполнителя. 

Задача оптимального проектирования формулируется сле-
дующим образом: найти неотрицательные значения параметров 
h , 0 , 90  и H, которые обеспечивают минимум массы конст-
рукции 

02 ( )zG ab h H                                    (1)  
при наличии ограничений 

1900   ;                                     (2) 

1
crq
q ;                                          (3) 

1 .                                            (4) 
Здесь равенство (2) – структурное ограничение; неравен-

ство (3) – ограничение по устойчивости; q  – заданная сжимаю-
щая нагрузка; crq  – критическая нагрузка, при которой проис-
ходит потеря устойчивости; неравенство (4) – символическая 
запись ограничения по прочности.  

При построении ограничения по устойчивости воспользу-
емся известной моделью трехслойной пластинки, основанной на 
гипотезе ломаной линии [2, 3, 5, 6, 11]. Введем прямоугольную 
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систему координат ( , , )x y z , поместив начало координат в ле-
вый верхний угол пластинки (рис.1). Ось x  направим по гори-
зонтали вправо, а ось y  – по вертикали вниз. Обозначим через 

1 2,u u  смещения по направлению оси x  точек срединных по-
верхностей верхнего и нижнего несущих слоев соответственно, 
а через 1 2,v v  – аналогичные величины по направлению оси y .  

Прогибы w  (смещения по направлению оси z, перпенди-
кулярно плоскости пластинки) несущих слоев и заполнителя, по 
предположению, совпадают. Система разрешающих уравнений 
устойчивости имеет вид: 

2 2

11 122 0
2

xzu v G h wC C u H
x x y H x

 


                
,     (5) 

2 2

22 122 0
2

yzGv u h wC C v H
x x y H y
 



               
,     (6) 

2

1 2 2 0
2 2

u vh q wIw H I I
x y x
                           

,       (7) 

где  

 
4 4 4

11 12 66 224 2 2 42 2I D D D D
x x y y
  
   

    ,        (8) 

 
2 2

1 11 12 662 2I C C C
x y
 
 

   ,                            (9)  

 
2 2

2 22 12 662 2I C C C
y x
 
 

   ;                         (10) 

1 2

2
u uu


 ,                                       (11) 

1 2

2
v vv


 .                                       (12) 

Здесь ijC  – компоненты матрицы мембранной жесткости 

одного несущего слоя ( , 1, 2,6i j  ); ijD  – компоненты матрицы 
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изгибной жесткости одного несущего слоя ( , 1, 2,6i j  ); xzG , 

yzG  – модули поперечного сдвига заполнителя. 
Найдем решение задачи, полагая, что несущие слои пла-

стинки соединены диафрагмой. В этом случае решение системы 
(5)–(7) можно искать в виде [3]: 

sin sinmx nyw A
a b

 
 ,                           (13) 

cos sinmx nyu B
a b

 
 ,                         (14) 

sin cosmx nyv C
a b

 
 ,                         (15) 

где m и n целые числа. Подставив выражения (13)–(14) в систе-
му (5)–(7), получим однородную систему уравнений, равенство 
нулю определителя которой приводит к выражению для пара-
метра нагрузки 

( , )q q m n ,                                       (16) 

Критическая нагрузка определяется из условия минимума 
параметра нагрузки (16) по числам m и n 

 
( , )
min ( , )cr m n

q q m n .                               (17) 

Отметим, что из анализа структуры выражения для параметра на-
грузки следует, что наименьшему значению ( , )q q m n  соответ-
ствует 1n  . Таким образом, фактически, критическая нагрузка 
определяется путем минимизации (16) только по величине m. 

При построении ограничений по прочности, будем пола-
гать, что вся нагрузка воспринимается только продольными 
слоями обшивок, т. е. маложесткий заполнитель и поперечные 
слои нагрузки не несут. Тогда, в рамках данного предположе-
ния, условие прочности можно представить в виде: 

1
в

 ,                                              (18) 
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где                               0

2
q
h

  ,  11
1

11
в в

C
b h

    .                         (19) 

Здесь 11b  и 1в   – соответственно жесткость и предел 
прочности при сжатии монослоя в направлении волокон; q0 – 
заданная сжимающая нагрузка. 

Численные исследования задачи (1)–(4) методами нели-
нейного математического программирования показали, что наи-
больший эффект достигается в основном за счет изменения 
толщины заполнителя, а не счет варьирования числом продоль-
ных и поперечных слоев обшивок. В этом состоит основное от-
личие оптимизационного расчета трехслойной пластинки от 
аналогичного расчета обычной многослойной пластинки [10].  

При проектировании трехслойных пластин можно ис-
пользовать метод разделения параметров оптимизации на две 
группы: первая группа параметров определяется из условий 
прочности (толщины обшивок), а вторая группа (толщина за-
полнителя) – из условий устойчивости. Рекомендуемый алго-
ритм оптимального проектирования трехслойной пластинки, 
построенный на основе метода разделения параметров оптими-
зации состоит из следующих шагов. 

1. Полагаем, что несущие слои состоят только из про-
дольных монослоев: 0 =1. 

2. По известной величине сжимающей нагрузки и пре-
делу прочности материала при сжатии вычисляем толщину 
одного несущего слоя h = q0/(2-1b). 

3. Вычисляем величину критической нагрузки для трех-
слойной пластинки при Н=0. Проверяем выполнение условия 
устойчивости (3). Если это условие выполняется, то процесс 
оптимального проектирования завершается. Если условие (3) 
нарушается, то решаем уравнение относительно одного неиз-
вестного Н.  

qcr(H)=q0. 
Здесь q0 – заданная сжимающая нагрузка. 

4. По найденным значениям толщин обшивок и запол-
нителя вычисляем массу оптимальной трехслойной пла-
стинки (1). 
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В случае необходимости можно провести уточненные 
расчеты в любой системе инженерного анализа, например, в па-
кете ANSYS [1, 8]. Представленный алгоритм легко реализуется, 
например, в системах Mathematica [4] или Mathcad [9] и может 
быть использован при проведении типовых оптимизационных рас-
четов трехслойных пластин с многослойными обшивками. 
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