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АСИМПТОТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ 

ГИРОСТАТА С ДИССИПАЦИЕЙ 
 

Исследуется асимптотическая устойчивость гиростата с 
полной диссипацией, движущегося в однородном параллель-
ном поле силы тяжести относительно неподвижного по-
люса под воздействием нестационарного силового момен-
та, зависящего от величины компоненты угловой скорости 
носителя гиростата и действующего вдоль его оси сим-
метрии. Гиростат обладает постоянным гиростатиче-
ским моментом и осевой структурно-динамической сим-
метрией с осью, коллинеарной внешнему силовому моменту. 
Показана равномерная асимптотическая устойчивость не-
возмущенного движения гиростата, достижимая на мно-
гообразии его возможных движений. 
 
Ключевые слова: гиростат; асимптотическая устой-
чивость; диссипация; прямой метод Ляпунова.  
 

Введение  
В динамике систем твердых тел и гиростатов актуальна 

задача об асимптотической устойчивости вращения механиче-
ского объекта с осевой кинетической симметрией, движущегося 
под воздействием нестационарного силового момента в одно-
родной изотермической сплошной среде с сопротивлением. Это 
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сопротивление представляется явной функцией от компонент 
его угловой скорости и, в зависимости от характера постановки 
задачи, задается различными аналитическими выражениями.  

В настоящей работе результирующий момент сил сопро-
тивления определяется диссипативной функцией, представлен-
ной однородной формой произвольной степени.  

 
1. Основные предпосылки  
 

Свободный от связей гиростат с заданным постоянным 
гиростатическим моментом движется в однородном параллель-
ном поле силы тяжести так, что его неизменяемая основа (тело-
носитель) движется вокруг неподвижного полюса О, не совпа-
дающего в общем случае с центром масс гиростата. 

Введем правые координатные ортобазисы с общим нача-
лом в полюсе О: неподвижный базис Z (Оz1z2z3), неизменно свя-
занный с инерциальным пространством, и подвижный базис       
X (Оx1x2x3), оси которого направлены по главным в полюсе О 
направлениям тензора инерции гиростата (главный координат-
ный базис).   

Пусть s (s1, s2, s3) – опорный орт, неизменно связанный с 
координатным базисом Z, и устанавливающий ориентацию ба-
зиса X относительно базиса Z.  

Обозначим: ),,( 321 AAAdiagA  – матрица тензора инер-
ции гиростата в полюсе О; ),,( 321 ω  – абсолютная угловая 
скорость носителя гиростата; ),,( 321 kkkk  – гиростатический 
момент, заданный в базисе X; rc (xc

1, xc
2, a) – радиус-вектор цен-

тра масс гиростата; P – вес гиростата. На гиростат, помимо мо-
мента силы тяжести, действует заданный результирующий си-
ловой момент L (t, ω), компоненты которого Lj (t, ωj) ( j = 1, 2, 3) 
являются действительными ограниченными по модулю функ-
циями класса 0С , определенными для значений натурального 
времени .),0[ Tt  Здесь и всюду далее координаты всех 
указанных векторов и элементы матрицы А отнесены к коорди-
натным осям базиса X.  
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Движение гиростата вокруг неподвижного полюса О при 
данных предпосылках определяется системой уравнений  

,),()()()( ωLsrkωωAωωA tP C         (1) 
,0)(  sωs  

где s – орт вертикали, неизменно связанный с базисом Z и на-
правленный против силы тяжести.  

Уравнения (1) образуют нелинейную многопараметриче-
скую систему, аналитически замкнутую относительно перемен-
ных ω, s. Этой системе ставится в соответствие тривиальный 
первый интеграл  .12 s  

 
2. Постановка задачи 

Исходная система уравнений (1) является многочастотной 
эволюционной динамической системой, определенной в конеч-
ной открытой области фазового пространства R6. 

Введем для гиростата следующие структурно-динамиче-
ские условия. 

1. Гиростатический момент ),,( 321 kkkk  постоянен отно-
сительно главного базиса инерции гиростата. 

2. Гиростат обладает осевой структурно-динамической 
симметрией вида  

.0,0

,,0,

321

32121





axxx
kkkkAAA

ccc
              (2) 

3. Действующий на гиростат внешний силовой момент      
L(t, ω) составлен из двух компонент: диссипативной LD и неим-
пульсивной гладкой активной LA. Пусть );,( 21 ΩΩ   тогда 

,),(),(
,),(

3333 eL
ΩL Ω

 tLt
Rgradt

A

D




                           (3) 

где e3 − орт оси Ox3.  
В равенствах (3) R (t, ω1, ω2) – диссипативная функция Рэ-

лея класса С1, являющаяся  положительно определенной (по от-
ношению к переменным ω1, ω2) однородной формой степени     
n ≥ 2, коэффициенты которой − ограниченные непрерывные 
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действительные функции времени t. При этом предполагается, 
что  

,)2,1(  jlL jj                                (4) 
где lj > 0 − заданные действительные числа. 

Рассмотрим стационарное состояние гиростата, при кото-
ром в R5-пространстве переменных ),,( 21 s   

.)(1,)2,1(0 3 Ttsjs jj              (5) 

Ставится следующая задача: исследовать на асимпто-
тическую устойчивость стационарное состояние (5) гиростата, 
удовлетворяющее системе уравнений (1) при заданных предпо-
сылках и ограничениях (2)−(4). □ 

Решение данной задачи проводится на основе теоремы 
В.М. Матросова об асимптотической устойчивости [1]. 

 
3. Исследование асимптотической устойчивости  

Используя свойства структурно-динамической симметрии 
гиростата, введем комплексные переменные  

,,, 212121 LiLLsissiw    
в которых система уравнений (1) в проекциях на оси координат 
базиса X согласно принятым предпосылкам и соотношениям (2), 
(3) имеет вид 

,),(
,),(])[(

3333

33




tLA
wtLsPaiwikAAwA







          (6) 

,)(Im,)( 333 swssswis                        (7) 
где .)(Im)(Im swsw   Здесь и всюду в дальнейшем черта 
сверху обозначает комплексно сопряженную величину. 

Выделим из системы уравнений (6), (7) подсистему, со-
ставленную из этих уравнений и не содержащую второго урав-
нения (6); данную подсистему назовем А-подсистемой. Усло-
вимся, что задача, поставленная в п. 2 для стационарного со-
стояния гиростата (5), принимаемого за невозмущенное, отно-
сится А-подсистеме уравнений (6), (7) при условиях (2)−(4). 
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Для А-подсистемы уравнений (6), (7) имеет место триви-
альный первый интеграл 

.12
3

2  ss                                        (8) 
Далее предполагается, что второе уравнение полной сис-

темы уравнений (6) интегрируемо по ω3 в квадратурах, так что 
известна точная ограниченная и непрерывная аналитическая за-
висимость вида ,)()(3 trt   определённая для .Tt  В силу 
этого положим 

,)()()( 3 ktrAAtm                              (9) 
или, в другой форме,  

,)()()( 3 tGtrAtm                              (10) 
где Ar(t) – собственный кинетический момент гиростата (спин), 
G3 (t) – проекция вектора кинетического момента гиростата на 
ось его кинетической симметрии, m (t) – гироскопическая функ-
ция гиростата. 

Представим первое уравнение системы (6) в виде  
,),()( wtLsPawmiwA                        (11)  

где величина m определяется равенствами (9), (10), а 

.),(),(
21

wtRwtL i 





















 

Согласно условию однородности диссипативной функции 
R, определяемому соответствующей теоремой Эйлера, имеем 

,),()(Re wtRnLw                                 (12) 
где n – показатель однородности. Тогда первый интеграл А-
подсистемы уравнений (7), (11) представляется в виде 

.),(),( 3 htdwtRnswF                         (13)  
В соотношении (13) обозначено 

,),( 3
2

3 2

1 sPawAswF                          (14) 

h − постоянная интегрирования. Характерно, что выражение 
(13) для интеграла не содержит явно гироскопической функции 
m (t) (9), (10). 
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Введем характерную функцию 
,),(),( 33 PaswFswV                         (15) 

где величина F  определяется равенством (14), а переменная s3 , 
согласно тождеству (8), представляется в виде 

.1 2
3 ss   

Здесь принято положительное значение радикала с тем, чтобы 
частному решению w = s = 0 A-подсистемы уравнений (6), (7) 
соответствовало бы значение s3 = + 1. 

В силу данного выражения функции F, V представляются 
в виде, соответственно, 

.),(),(

,1),( 22

2

1

PaswFswV

sPawAswF




                    (16) 

Согласно соотношениям (7), (8), (15) и условию (12) одно-
родности диссипативной функции R в результате получаем 

,),()(Re),( wtRnLwwtV                     (17) 
причем .)(Re)(Re LwLw   

В силу положительной определенности функции R вели-
чина V (17) является отрицательно определенной по отношению 
к переменным ww Im,Re  в окрестности невозмущенного 
движения гиростата (5), выбранной соответствующим образом. 

Решение поставленной задачи проведем на основе теоре-
мы В.М. Матросова об асимптотической устойчивости [1]. Для 
этого, помимо функции V (16), введем величину  

,)(Im swAW                                       (18) 
тождественную принятой в работе [2], и вычислим функцию 

.)(Im

)(Re)(1
2

3
22

LssPa

swtGswAW




                (19) 

Здесь величина G3 = A3 r + k − аддитивная составляющая гиро-
скопической функции (10).  
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Проведем верификацию условий теоремы В.М. Матросова 
для функций (16)−(19). Пусть u − совокупность значений вели-
чин ,, sw  определенных на соответствующих ограниченных 

множествах; )2,1,0( ifi  – некоторые функции от u (функции 
сравнения); f – функция, являющаяся правой частью уравнения 
(11); H1, H2 – заданные действительные постоянные. 

Введем условия [3], принятые в данной задаче с точно-
стью до постоянного множителя 

,)()()( 21 ufuVuf                                 (20) 
,0)()(  wVwV p

                                  (21) 

1)( HuW                                        (22) 

,)()( 0 ufuW                                     (23) 

2)( Huf                                       (24) 
и обозначим 

,)(
2
1)](,)([ 22

21 sPawAuFuF   

где знаки − и + относятся к функциям F1, F2, соответственно. 
В случае, при котором параметр a > 0, согласно равенству 

(15), выберем f1(u) = F1(u), f2(u) = F2(u), а при a < 0 примем вы-
ражения f1(u) = F2(u), f2(u) = F1(u). При таком функциональном 
выборе заданные условия (20) выполняются. 

Функцию )(wVp
  выберем в виде ,),( wtRnVp   где 

ρ – действительное число такое, что 0 ≤ ρ ≤ 1. Тогда, согласно 
равенству (17), условие (21) выполняется в силу соответствую-
щего выбора числа ρ. 

Обозначим ,)(Im,)(Re 21
  wnwn  где индекс   от-

носится к граничным значениям соответствующих величин 
(нижним или верхним). Тогда, согласно представлению (18), ус-
ловие (22) выполняется в силу ограниченности значений вели-
чин ,Im,Re ww  причем можно принять .)( 211 nnAH   

Для выполнения условия (23) достаточно в качестве фун-
кции f0 (u) выбрать модуль величины, являющейся правой частью 
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равенства (19), в которой отброшена неотрицательная функция – 
ее первое слагаемое. В силу этого условие (23) выполняется.  

Для ограниченной величины )(uf  условие (24) выпол-
няется в силу ограниченности модуля функции, составляющей 
правую часть уравнения (11). При этом можно принять значение  

,2
2

2
12 hhH   

где обозначено .)2,1(3   jlPanmh jjj  

Итак, все условия (20)−(24) теоремы В.М. Матросова [1, 3] 
выполнены. Следовательно, для любых начальных значений пе-
ременных t0, u0 и принятых предпосылок при малых возмущени-
ях невозмущенное движение гиростата (5) равномерно по t0, u0 
асимптотически устойчиво на многообразии его возможных 
движений. 

Заключение  
Приведённая здесь ограниченная задача об асимптотиче-

ской устойчивости невозмущенного движения гиростата с дис-
сипацией логически связана с общей фундаментальной пробле-
мой устойчивости стационарного движения системы твердых 
тел, находящейся под воздействием заданного диссипативного и 
активного моментно-силовых факторов. Кроме того, данная за-
дача является гиростатическим обобщением аналогичной зада-
чи, рассмотренной для твердого тела при идентичных предпо-
сылках [3, c. 60]. 

Исследование равномерной асимптотической устойчиво-
сти невозмущенного состояния гиростата в рассмотренной зада-
че проводилось на основе теоремы В.М. Матросова, относящей-
ся в общем случае к неавтономной динамической системе. Здесь 
применена характерная функция (15), удовлетворяющая услови-
ям (20), для которой, вообще говоря, не требуется выполнения 
условия отрицательной определенности производной по t (как 
это имеет место в теории А.М. Ляпунова [4]), а необходимо 
только выполнение условия неположительности в соответствии 
с заданными ограничениями (21) [5].   

Основное условие, принятое в теории устойчивости неав-
тономных динамических систем, состоящее в том, что множест-
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во N, на котором ,0),( utV  не содержит целых положитель-
ных полутраекторий, в используемой теореме не применяется. 
Вместо этого, наряду с функцией V, вводится другая характер-
ная функция, W (18), определяемая в некоторой окрестности δ 
множества N. При этом δ выбирается так, чтобы решения рас-
сматриваемой системы не находились достаточно "долгое вре-
мя" [3] вблизи множества N.  

Таким образом, при заданных предпосылках и ограниче-
ниях, наложенных на структурно-динамические параметры ги-
ростата, его невозмущенное движение равномерно асимптоти-
чески устойчиво при любых начальных значениях независимых 
переменных.  

Пусть t0 – начальный момент времени; (Ω0, v0) = [Ω (t0),    
v (t0)], где .),( 21 ssvv   Тогда, согласно теореме В.М. Матросо-
ва, для любых значений 4

000 ),(и RvΩ  Tt  имеет место ра-
венство lim u (t, t0, u0) = 0 при t → + ∞ равномерно по t0, u0.  

Это свойство также выражает равномерную асимптотиче-
скую при t → + ∞ устойчивость невозмущенного движения ги-
ростата при малых возмущениях. 

Библиографический список 
 
1. Матросов В.М. Об устойчивости движения // Прикладная 

математика и механика. 1962. Т. 26. Вып. 5. С. 885−895.   
2. Четаев Н.Г. Устойчивость движения. М.: Наука, 1965. 208 с.  
3. Руш Н., Абетс П., Лалуа М. Прямой метод Ляпунова в 

теории устойчивости. М.: Мир, 1980. 302 с.  
4. Ляпунов А.М. Общая задача об устойчивости движения 

М.; Л.: Гостехиздат, 1950. 471 с.   
5. Matrosov V.M. Comparison method in system’s dynamics // 

Equations differentielles et fonctionnelles non lineaires. Paris: Her-
mann, 1973. P. 407−445.  


