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�àññìàòðèâàåòñÿ îäíà èç ïðîáëåì èç îáëàñòè âåðîÿòíîñò-

íîãî àíàëèçà ïîâåäåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ñîñðåäîòî÷åí-

íûìè ïàðàìåòðàìè, îïèñûâàåìûõ ëèíåéíûìè ñòîõàñòè÷åñêè-

ìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ ïàðàìåòðè÷åñêèìè âîç-

ìóùåíèÿìè â �îðìå íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ âèíåðîâñêèõ

ïðîöåññîâ. Â ðàìêàõ êîððåëÿöèîííîé òåîðèè âåêòîðíûõ ñëó÷àé-

íûõ ïðîöåññîâ îñíîâíûìè îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ

âåêòîð �óíêöèé ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, ìàòðèöà �óíê-

öèé êîâàðèàöèè (äèñïåðñèè) è ìàòðèöà êîâàðèàöèîííûõ �óíê-

öèé âåêòîðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ìîäåëèðóþùåãî èçìåíå-

íèå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ èçó÷àåìîé ñèñòåìû. Îñíîâíîå âíèìà-

íèå â äàííîé ðàáîòå óäåëåíî ïðåäñòàâëåíèþ íîâîé ñõåìû ðàñ-

÷åòà ìàòðèöû êîâàðèàöèîííûõ �óíêöèé. Ýòà ñõåìà îïèñûâà-

åòñÿ íà ïðèìåðå àíàëèçà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëèðîâàíèå, ñòîõàñòè÷åñêîå äè��åðåí-

öèàëüíîå óðàâíåíèå, ñòîõàñòè÷åñêèé àíàëèç, êîâàðèàöèîííàÿ
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Ââåäåíèå

Çàäà÷è âåðîÿòíîñòíîãî èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ â íåëèíåéíûõ

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó âàæíåéøèõ êàê â òåîðå-

òè÷åñêîì, òàê è â ïðàêòè÷åñêîì ïëàíå. Íåîáõîäèìîñòü èõ ðåøåíèÿ

âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé: ðàñ÷åòå ïîëåòà ëåòà-

òåëüíûõ àïïàðàòîâ (ËÀ) è êîëåáàíèé êîíñòðóêöèé ýòèõ ËÀ ïîä

äåéñòâèåì àòìîñ�åðíîé òóðáóëåíòíîñòè è èç-çà àêóñòè÷åñêîãî âîç-

áóæäåíèÿ îò ðåàêòèâíûõ äâèãàòåëåé; àíàëèçå âèáðàöèé, âîçíèêàþ-

ùèõ ïðè äâèæåíèè àâòîìîáèëåé ïî íåðîâíûì äîðîãàì, ïåðåìåùå-

íèè êàòÿùèõñÿ ïî ðóëåæíûì äîðîæêàì ñàìîëåòîâ è ïîåçäîâ ïî æå-

ëåçíîäîðîæíûì ïóòÿì; îöåíêå ïåðåìåùåíèé âûñîòíûõ ñîîðóæåíèé

(çäàíèé, ìà÷ò, ïðîìûøëåííûõ äûìîâûõ òðóá, ïîäâåñíûõ è âàíòî-

âûõ ìîñòîâ) ïðè âåòðîâûõ è ñåéñìè÷åñêèõ âîçäåéñòâèÿõ, à òàêæå

ïîä âëèÿíèåì óäàðíûõ âîëí èç-çà âçðûâîâ; èññëåäîâàíèè êà÷êè ñó-

äîâ è ñîîðóæåíèé âäàëè îò áåðåãà ïðè íåðåãóëÿðíîì ìîðñêîì âîë-

íåíèè; ðåàêöèè ìîñòîâ íà ïåðåìåùàþùèåñÿ íàãðóçêè îò äâèæåíèÿ

òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ; èçó÷åíèè îòêëîíåíèé ýëåìåíòîâ îðáèò ñïóò-

íèêîâ îò ðàñ÷åòíûõ, âîçíèêàþùèõ èç-çà íåòî÷íîñòè èçãîòîâëåíèÿ

ðàêåò-íîñèòåëåé è îøèáîê â ðàáîòå ñèñòåì óïðàâëåíèÿ [1�14℄ è ò.ä.

Çàìåòèì, ÷òî êàê ïðàâèëî, ê êëàññó ñòîõàñòè÷åñêèõ (èëè âåðî-

ÿòíîñòíûõ, èëè ñëó÷àéíûõ, èëè ñòàòèñòè÷åñêèõ) îòíîñÿò ñèñòåìû

ñî ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè (â øèðîêîì ñìûñëå). Óêàçàííûå ñè-

ñòåìû ïîçâîëÿþò îïèñàòü �óíêöèîíèðîâàíèå ðåàëüíûõ ëèíåéíûõ

è íåëèíåéíûõ ñèñòåì, â êîòîðûõ ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè

âåëè÷èíàìè, ïðîöåññàìè è ïîëÿìè. Îñíîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì àï-

ïàðàòîì èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ ñòîõàñòè÷åñêè-

ìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, îáûêíîâåííûìè è â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ, è èõ ìîäè�èêàöèÿìè (ÑÎÄÓ, ÑÄÓâ×Ï), ÿâëÿåò-

ñÿ òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ è ïîëåé. Èñïîëüçóÿ ýòó

òåîðèþ, äîñòèæåíèÿ â ðàçâèòèè àïïàðàòà àíàëèçà ÑÄÓ, (îáîáùåí-

íîãî) óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà (ÔÏÊ-óðàâíåíèÿ)

äëÿ (�óíêöèîíàëà) ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòî-

ðà ñîñòîÿíèÿ è Ïóãà÷åâà äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè (õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîãî �óíêöèîíàëà) [2, 15�17℄ â ñî÷åòàíèè ñ òî÷íûìè è

ïðèáëèæåííûìè ñõåìàìè èññëåäîâàíèé â ðÿäå ñëó÷àåâ óäàåòñÿ ïî-

ëó÷èòü èíòåðåñíûå è âàæíûå äëÿ ïðèëîæåíèé ðåçóëüòàòû.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â ïîñëåäíåå âðåìÿ, íàðÿäó ñî ñëó-

÷àéíûìè (âåðîÿòíîñòíûìè èëè ñòîõàñòè÷åñêèìè [14℄, áàéåñîâñêè-
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ìè [18, 19℄, ñóáúåêòèâíûìè [20℄) ïðè àíàëèçå ÿâëåíèé â ìîäåëÿõ

ó÷èòûâàþò è íåñòîõàñòè÷åñêèå íåîïðåäåëåííîñòè, êîòîðûå íåðåä-

êî ïðîÿâëÿþòñÿ â èíæåíåðíûõ çàäà÷àõ. Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïè-

ñàíèÿ è êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè òàêèõ íåîïðåäåëåííîñòåé â èññëå-

äóåìûõ îáúåêòàõ è ÿâëåíèÿõ ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû âûïóêëîãî ìî-

äåëèðîâàíèÿ [21℄, ãðóáûõ ìíîæåñòâ [22℄, íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ [23℄,

íå÷åòêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí [24℄ è òåîðèè õàîñà [25, 26℄.

Îáû÷íî öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ñîñðå-

äîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ðàçëè÷íûõ âåðî-

ÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ êàê âåêòîðíûõ ñëó-

÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Íàèáîëåå ïîëíûì áóäåò ðåøåíèå, ïðèâîäÿùåå ê

îïðåäåëåíèþ îäíîòî÷å÷íîé èëè ìíîãîòî÷å÷íîé (ïåðåõîäíîé) ïëîò-

íîñòè âåðîÿòíîñòè, à òàêæå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè èçó÷àå-

ìîãî ïðîöåññà, êîòîðûå â çàâèñèìîñòè îò ïîñòàíîâêè çàäà÷è ìîãóò

áûòü ïîëó÷åíû ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ äåòàëèçàöèè. Íî êàê ïðàâèëî, íà

ïðàêòèêå îãðàíè÷èâàþòñÿ ÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè âåêòîðà

ñîñòîÿíèÿ, âêëþ÷àþùèìè âåêòîð �óíêöèé ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäà-

íèé, ìàòðèöó �óíêöèé êîâàðèàöèè (äèñïåðñèè) è ìàòðèöó êîâàðè-

àöèîííûõ �óíêöèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè èíñòðóìåíòàìè

êîððåëÿöèîííîé òåîðèè âåêòîðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ïðè÷åì

êîìïîíåíòû ïîñëåäíåé ìàòðèöû, íàðÿäó ñ ìàòðèöåé ñïåêòðàëüíûõ

ïëîòíîñòåé, äàþò âàæíåéøóþ èí�îðìàöèþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòè-

ìàëüíûõ è óñòîé÷èâûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ.

Íàðÿäó ñ îñòàëüíûìè çàäà÷àìè, îñíîâíîå âíèìàíèå â äàííîé

ðàáîòå óäåëåíî ïðåäñòàâëåíèþ íîâîé ñõåìû ðàñ÷åòà ìàòðèöû êî-

âàðèàöèîííûõ �óíêöèé. Ýòà ñõåìà îïèñûâàåòñÿ íà ïðèìåðå àíà-

ëèçà ëèíåéíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáî-

äû è äîïóñêàåò ðàñïðîñòðàíåíèå íà ñèñòåìû ñ ëþáûì êîíå÷íûì

÷èñëîì òàêèõ ñòåïåíåé. Ïðèâîäÿòñÿ âûïîëíåííûå â ñðåäå ïàêåòà

Mathematia [27℄ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, äåìîíñòðèðóþùèå ïðèãîä-

íîñòü ïðåäñòàâëåííîé ñõåìû.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðè èññëåäîâàíèè ìíîãèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîðíûé

ñëó÷àéíûé ïðîöåññX(t), îïèñûâàþùèé ñîñòîÿíèå èññëåäóåìîãî îáú-
åêòà, óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ÑÎÄÓ Ñòðàòîíîâè÷à ñëåäóþùåãî âè-
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äà:

dX(t) = f
(

X(t), t
)

dt+ G
(

X(t), t
)

� dW (t), X(t0) = X0, (1)

èëè â ìåíåå ñòðîãîé �îðìå

Ẋ(t) = f
(

X(t), t
)

+ G
(

X(t), t
)

V (t), X(t0) = X0, (2)

ãäå t � âðåìÿ (t0 < t 6 T < +∞);X(t) = col
(

X1(t), X2(t), ..., Xn(t)
)

;

W (t) = col
(

W1(t),W2(t), ..., Wm(t)
)

� ñòàíäàðòíûé âåêòîðíûé âè-

íåðîâñêèé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè:

E [W (t)] = 0, E [dW (t) dW ⊺(t′)] = I dt δ(t− t′);

V (t) = col
(

V1(t), V2(t), ..., Vm(t)
)

� âåêòîð íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðò-

íûõ ãàóññîâñêèõ áåëûõ øóìîâ � �îðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âåêòîð-

íîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà W (t):

E [V (t)] = 0, E [V (t)V ⊺(t′)] = I δ(t− t′);

f (·, ·) = {fi(·, ·)}
⊺ : Rn × [t0,∞) → R

n
è G(·, ·) = {gij(·, ·)} : Rn ×

[t0,∞) → R
n × R

m
� íåñëó÷àéíûå âåêòîð è ìàòðèöà ñ äè��åðåí-

öèðóåìûìè íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç êîìïîíåíòàìè; X0 ∼ p 0(x) �
ñëó÷àéíûé âåêòîð, îïèñûâàþùèé íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå âåêòîðà ñî-

ñòîÿíèÿ è èìåþùèé ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè p 0(x); ⊺ � ñèìâîë òðàíñ-
ïîíèðîâàíèÿ; I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà;

E [...] � îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ; δ(·) � äåëüòà-�óíêöèÿ
Äèðàêà; òî÷êîé èëè òî÷êàìè ñâåðõó ñèìâîëà îáîçíà÷àþòñÿ ïðîèç-

âîäíûå ïî ïåðåìåííîé t ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà; col
(

d1, d2, . . . , ds
)

� âåêòîð-ñòîëáåö ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîìïîíåíòàìè; R
s
� ñòàí-

äàðòíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè s, R = (−∞,+∞).
Ïðè ýòîì X(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèé (1), (2) � áóäåò íåïðåðûâíûì

âåêòîðíûì (äè��óçèîííûì) ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì. Óñëîâèÿ ñó-

ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ ïðèâåäåíû â [28℄.

Êàê èçâåñòíî [1, 2, 13, 15℄, äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ ñòîõàñòè÷å-

ñêîãî ïîâåäåíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ X(t) íåîáõîäèìî çíàíèå îäíî-
òî÷å÷íîé (ïî îòíîøåíèþ ê âðåìåíí�îìó àðãóìåíòó) ïëîòíîñòè âå-

ðîÿòíîñòè p(x, t) è ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè π(x, t |y, τ)
t > τ , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ÔÏÊ-óðàâíåíèþ (âòîðîìó èëè ïðÿ-

ìîìó óðàâíåíèþ Êîëìîãîðîâà)
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∂p(x, t)

∂t
= Lxt

q

p(x, t)
y

, (3)

∂π(x, t|y, τ)

∂t
= Lxt

q

π(x, t|y, τ)
y

, (4)

Lxt

q

·
y

=
1

2

n
∑

i,j=1

∂2
[

bij(x, t) {·}
]

∂xi ∂xj

−
n
∑

i=1

∂
[

ai(x, t) {·}
]

∂xi

(5)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

p(x, t0) = p 0(x), (6)

lim
t→τ+0

π(x, t |y, τ) = δ(x− y) (7)

ñîîòâåòñòâåííî, ãäå êîý��èöèåíòû ñíîñà ai è äè��óçèè bij âû÷èñ-

ëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì Ñòðàòîíîâè÷à [2, 15℄ âèäà:

ai = fi +
1

2

n
∑

j=1

m
∑

k=1

∂gik

∂xj

gjk, bij =

m
∑

k=1

gik gjk. (8)

Çíàíèå p(x, t) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû âåêòîðàmX(t)
= col

(

mX1
(t),mX2

(t), ...,mXn
(t)

)

�óíêöèé ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäà-

íèé è ìàòðèöû KXX(t) = {KXiXj
(t)} �óíêöèé êîâàðèàöèè:

mXi
(t) = mi(t) =

∫

Rn

xi p(x, t) dx, (9)

KXiXj
(t) = Kij(t) =

∫

Rn

[

xi −mXi
(t)

][

xj −mXj
(t)

]

p(x, t) dx =

= mij(t)−mi(t)mj(t), (10)

ãäå i, j = 1, 2, ..., n; DXi
(t) = KXiXi

(t) = Di(t) � �óíêöèè äèñïåðñèè;
mij(t) � íà÷àëüíàÿ ìîìåíòíàÿ �óíêöèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñèòóàöèÿ
æå ñ âû÷èñëåíèåì ýëåìåíòîâ ìàòðèöû CXX(t, τ) = {CXiXj

(t, τ)} êî-
âàðèàöèîííûõ �óíêöèé ñëîæíåå: âî-ïåðâûõ, äëÿ èõ ðàñ÷åòà íóæíà

äâóõòî÷å÷íàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè p(x, t;y, τ):

CXiXj
(t, τ) = Cij(t, τ) =

=

∫

Rn

∫

Rn

[

xi −mXi(t)
] [

yj −mXj(τ)
]

p(x, t;y, τ) dx dy =

= Rij(t, τ) −mi(t)mj(τ), (11)
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ãäå Rij(t, τ) � êîìïîíåíòû ìàòðèöû êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé; âî-

âòîðûõ, íåñìîòðÿ íà ñîîòíîøåíèå

p(x, t;y, τ) = π(x, t |y, τ) · p(y, t), (12)

èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèÿ (3) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (6) äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ π(x, t |y, τ) èëè ñ óñëîâèåì

p(x, τ ;y, τ) = p 0(y) · δ(x− y) (13)

äëÿ îïðåäåëåíèÿ p(x, t;y, τ) çàòðóäíèòåëüíî ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè

çðåíèÿ âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïðÿìîé ïðèáëèæåííûé ÷èñëåííûé ðàñ-

÷åò π(x, t |y, τ) èëè p(x, t;y, τ) íåâîçìîæåí èç-çà íàëè÷èÿ ñèìâîëü-
íûõ âåêòîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðîâ (y è τ ñîîòâåòñòâåííî).

Äðóãîé ïóòü, íåæåëè èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèé (9)�(11), ñî-

ñòîèò â òî÷íîì èëè ïðèáëèæåííîì ïîñòðîåíèè íà îñíîâå ÔÏÊ-

óðàâíåíèÿ (3) ñèñòåì ÎÄÓ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò êîìïîíåíòû

âåêòîðà mX(t) è ìàòðèöû DX(t), äà è äðóãèå îäíîòî÷å÷íûå ìî-

ìåíòíûå (è êóìóëÿíòíûå) �óíêöèè (áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà) [15℄.

Ïðè ýòîì çàìêíóòûå ñèñòåìû ÎÄÓ äëÿ ìîìåíòíûõ �óíêöèé ìîãóò

áûòü ïîñòðîåíû òîëüêî äëÿ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ èëè ëèíåéíûõ

dX(t) =
[

A(t)X(t) + c(t)
]

dt+Q(t) dW (t), (14)

èëè ëèíåéíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ

dX(t) =
[

A(t)X(t) + c(t)
]

dt+

+
[

G(t) :: X(t) +Q(t)
]

� dW (t), (15)

ñèñòåì ÑÎÄÓ, ãäå c(t) = col
(

c1(t), c2(t), . . . , cn(t)
)

, A(t) = {aij(t) }
∈ Mn×n, Q(t) = {qij(t) } ∈ Mn×m, G(t) = {gijk(t) } ∈ Mn×m×n

� íåñëó÷àéíûå âåêòîðíûå è ìàòðè÷íûå �óíêöèè, êîìïîíåíòû êî-

òîðûõ äè��åðåíöèðóåìû íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç ïî àðãóìåíòó t;

Ms×q èMs×q×r � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ s×q-ìàòðèö è s×q×r-

ìàòðèö ñîîòâåòñòâåííî;

G(t) :: X(t) =
{

n
∑

k=1

gijk(t)Xk(t)
}

.

Â ñëó÷àå æå íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñèòóàöèÿ ðåçêî óñëîæíÿåòñÿ.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî ñâÿçàíî ñ íåçàìêíóòîñòüþ ëþáîé êîíå÷íîé
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÷àñòè ïîñòðîåííîé, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ íàëè÷èåì â óðàâíåíèÿõ ìî-

ìåíòíûõ �óíêöèé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì ïîðÿäîê ìîìåíò-

íîé �óíêöèè, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé çàïèñàíî êîíêðåòíîå óðàâíå-

íèå (íàïðèìåð, â ñëó÷àå ïîëèíîìèàëüíûõ íåëèíåéíîñòåé). Áîëåå

ñåðüåçíûå ïðîáëåìû äîñòàâëÿþò ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûå (òðàíñ-

öåíäåíòíûå, êóñî÷íî ãëàäêèå) ÑÎÄÓ, äëÿ êîòîðûõ ïîñòðîåíèå ìî-

ìåíòíûõ è êóìóëÿíòíûõ óðàâíåíèé íåâîçìîæíî áåç ïðèáëèæåííîé

çàìåíû èñõîäíûõ ÑÎÄÓ óðàâíåíèÿìè áîëåå ïðîñòîé ñòðóêòóðû.

Ýòî êàñàåòñÿ êàê èñïîëüçîâàíèÿ ÔÏÊ-óðàâíåíèé è óðàâíåíèé Ïó-

ãà÷åâà [15, 16, 29, 30℄, òàê è ïðÿìîãî ïîñòðîåíèÿ îäíîòî÷å÷íûõ ìî-

ìåíòíûõ è êóìóëÿíòíûõ óðàâíåíèé íà îñíîâå ñèñòåìû ÎÄÓ äëÿ

âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ [31�33℄ (òåíçîðíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îäíîòî-

÷å÷íûõ ìîìåíòîâ è êóìóëÿíòîâ), [35, 36℄ (èñïîëüçîâàíèå �óíêöèè

�ðèíà äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñî ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè). Îòìå-

òèì òàêæå ñõåìû ïðÿìîãî ïîñòðîåíèÿ ìíîãîòî÷å÷íûõ ìîìåíòíûõ

è êóìóëÿíòíûõ óðàâíåíèé íà îñíîâå ñèñòåìû ÑÎÄÓ äëÿ âåêòîðà

ñîñòîÿíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòàõ [34, 36, 37℄, íî âñå ýòè ñõåìû

èìåþò âåñüìà ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. ×òî êàñàåòñÿ ÎÄÓ äëÿ ýëåìåí-

òîâ ìàòðèöû CX(t, τ) êîâàðèàöèîííûõ �óíêöèé, òî òàêèå ÎÄÓ áåç

òðóäà ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû òîëüêî äëÿ âåêòîðîâ ñîñòîÿíèÿ ëèíåé-

íûõ ñèñòåì ÑÎÄÓ [15℄.

Èòàê, çàäà÷à ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå óäîáíîé è ý��åêòèâíîé ñõå-

ìà ðàñ÷åòà ìàòðèö êîâàðèàöèîííûõ �óíêöèé äëÿ âåêòîðîâ ñîñòî-

ÿíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè, îïè-

ñûâàåìûõ ëèíåéíûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâ-

íåíèÿìè ñ ïàðàìåòðè÷åñêèìè âîçìóùåíèÿìè â �îðìå íåçàâèñèìûõ

ñòàíäàðòíûõ âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ.

2. Îïèñàíèå ïðåäëàãàåìîé ñõåìû

�àññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêóþ ñèñòåìó ñëåäóþùåãî âèäà:

Ẍ(t) + 2α Ẋ(t) + ω2
0 X(t) = β X(t)V (t), (16)

ãäå α > 0, ω > 0, β � ïîñòîÿííûå. Îáîçíà÷àÿ X(t) ÷åðåç X1(t), Ẋ(t)
� ÷åðåçX2(t) è ïåðåõîäÿ ê óðàâíåíèÿì â äè��åðåíöèàëàõ, ïîëó÷èì

÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû (14):

dX1(t) = dX2(t),

dX2(t) = −
[

ω2
0 X1(t) + 2αX2(t)

]

dt+ β X1(t)�dW (t).
(17)
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Ïóñòü íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû X0 = {X1(0), X2(0)}
⊺
ñëó÷àé-

íî è îïèñûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè p 0(·, ·) è ñóùåñòâóþò

ïåðâûå ìîìåíòû � íà÷àëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ m0
i è íà-

÷àëüíûå ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà m0
ij âåêòîðà X0

.

Òîãäà êîý��èöèåíòû ñíîñà è äè��óçèè äëÿ ñèñòåìû (17) ïðè-

íèìàþò ñëåäóþùóþ �îðìó:

a1 = x2, b11 = b12 = b21 = 0,

a2 = −
(

ω2
0 x1 + 2αx2

)

, b22 = β2 x2
1,

(18)

à ÔÏÊ-óðàâíåíèå (3), (5) áóäåò èìåòü âèä:

∂p(x1, x2, t)

∂t
=

β2

2

∂2p(x1, x2, t)

∂x2
2

− x2

∂p(x1, x2, t)

∂x1

+

+
∂
[ (

ω2
0 x1 + 2αx2

)

p(x1, x2, t)
]

∂x2

. (19)

Èñõîäÿ èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ è ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ [15,

ñòð. 100℄

ṁk(t) =

+∞
∫∫

−∞

ak(x, t) p(x, t) dx,

ṁkℓ(t) =

+∞
∫∫

−∞

[

xk aℓ(x, t) + xℓ ak(x, t) + bkℓ(x, t)
]

p(x, t) dx,

(20)

ãäå k, ℓ = 1, 2, ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ îäíîòî÷å÷íûõ ïåð-

âûõ ìîìåíòîâ âåêòîðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññàX(t) � �óíêöèé ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è êîìïîíåíò ìàòðèöû �óíêöèé êîâàðèà-

öèè:

ṁ1(t) = m2(t),

ṁ2(t) = −
[

ω2
0 m1(t) + 2αm2(t)

]

,

ṁ11(t) = 2m12(t),

ṁ12(t) = m22(t)−
[

ω2
0 m11(t) + 2αm12(t)

]

,

ṁ22(t) = β2 m22(t)− 2
[

ω2
0 m12(t) + 2αm22(t)

]

(21)
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ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

m1(0) = m0
1, m2(0) = m0

2,

m11(0) = m0
11, m12(0) = m0

12, m22(0) = m0
22.

(22)

Òåïåðü ââåäåì ñëó÷àéíûé âûðîæäåííûé âåêòîðíûé ñëó÷àéíûé

ïðîöåññ Y (t) = {Y1(t), Y2(t)}
⊺
, êîòîðûé îïðåäåëèì óðàâíåíèÿìè:

Ẏ (t2) = 0, t2 > t1, Y (t1) = X(t1). (23)

Äàëåå, ïóñòü ðàñøèðåííûé âåêòîðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ col
(

X(t),

Y (t)
)

èìååò äâóõòî÷å÷íóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè p∗(x, t2;y, t1),
êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùåìó ÔÏÊ-óðàâíåíèþ:

∂p∗(x, t2;y, t1)

∂t
=

β2

2

∂2p∗(x, t2;y, t1)

∂x2
2

− x2

∂p∗(x, t2;y, t1)

∂x1

+

+
∂
[ (

ω2
0 x1 + 2αx2

)

p∗(x, t2;y, t1)
]

∂x2

(24)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

lim
t2→t1+0

p∗(x, t2;y, t1) = δ(x− y) p(y, t1). (25)

Èñïîëüçóÿ (24), ïî àíàëîãèè ñ �îðìóëàìè (20) ìîæíî ïîñòðîèòü

óðàâíåíèÿ äëÿ ìîìåíòíûõ �óíêöèé mXkYℓ
(t2, t1) = m∗

kℓ(t2, t1), k, ℓ
= 1, 2:

∂m∗

11(t2, t1)

∂t2
= m∗

21(t2, t1),

∂m∗

21(t2, t1)

∂t2
= −

[

ω2
0 m

∗

11(t2, t1) + 2αm∗

21(t2, t1)
]

,

∂m∗

12(t2, t1)

∂t2
= m∗

22(t2, t1),

∂m∗

22(t2, t1)

∂t2
= −

[

ω2
0 m

∗

12(t2, t1) + 2αm∗

22(t2, t1)
]

.

(26)

×òîáû îïðåäåëèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ �óíê-

öèé â óðàâíåíèÿõ (26), ïðîäåëàåì ñëåäóþùèå âûêëàäêè:
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m∗

kℓ(t1, t1) =

+∞
∫∫

−∞

+∞
∫∫

−∞

xk yℓ p
∗(x, t1;y, t1) dx dy =

=

+∞
∫∫

−∞

+∞
∫∫

−∞

xk yℓ δ(x− y) p(y, t1) dx dy =

+∞
∫∫

−∞

yk yℓ p(y, t1) dy,

îòêóäà

m∗

kℓ(t1, t1) = mYkYℓ
(t1) = mkℓ(t1), k, ℓ = 1, 2. (27)

Çàâåðøèì ðàñ÷åòíóþ ñõåìó. Äëÿ ýòîãî óñòàíîâèì ñâÿçü ìàò-

ðèöû êîâàðèàöèîííûõ �óíêöèé äëÿ t2 > t1 ñ âû÷èñëÿåìûìè èç

óðàâíåíèé �óíêöèÿìè:

CXX(t2, t1) = E
[

{

X(t2)−mX(t2)
}{

X(t1)−mX(t1)
}⊺

]

=

= E
[

{

X(t2)−mX(t2)
}{

Y (t1)−mX(t1)
}⊺

]

=

= E
[

X(t2)Y
⊺(t1)

]

−mX(t2)m
⊺

X(t1),

èëè îêîí÷àòåëüíî

CXX(t2, t1) =

[

m∗

11(t2, t1) m∗

12(t2, t1)
m∗

21(t2, t1) m∗

22(t2, t1)

]

−mX(t2)m
⊺

X(t1). (28)

3. Ïðèìåð

×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ðàçðàáîòàííóþ ñõåìó, áûëè ïðîâå-

äåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû â ñðåäå ïàêåòà Mathematia. Çíà÷åíèÿ ïà-

ðàìåòðîâ çàäà÷è âàðüèðîâàëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α ∈ {0.1, 0.2}, ω0 ∈ {2.0, 4.0}, β ∈ {0.1, 0.15},

à íà÷àëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è êîâàðèàöèè áûëè âûáðà-

íû òàê:

m0 =

[

4.0
1.0

]

, K0 =

[

0.25 0.00
0.00 0.16

]

.
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�èñ.1

�åçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ êîâàðèàöèîííûõ �óíêöèé C11(t1, t2),
C12(t1, t2), C21(t1, t2), C22(t1, t2) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1�4, êîòîðûå

ñîîòâåòñòâóåò α = 0.1, ω0 = 2.0, β = 0.1, T = 6 π.

Çàêëþ÷åíèå

�åçþìèðóÿ, çàìåòèì, ÷òî èçëîæåííàÿ ñõåìà çàêëþ÷åíà â ïîäëå-

æàùèõ ÷èñëåííîìó èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåìàõ ÎÄÓ (21), (26)  íà-

÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (22), (27) ñîîòâåòñòâåííî è ñîîòíîøåíèè (28).

Ïåðåíîñ èçëîæåííîé ñõåìû íà íåëèíåéíûå ñòîõàñòè÷åñêèå ñèñòåìû

âîçìîæåí ïðè èñïîëüçîâàíèè êàêîé-ëèáî ñõåìû çàìûêàíèÿ [15℄ áåñ-

êîíå÷íîé ñèñòåìû ÎÄÓ äëÿ íà÷àëüíûõ ìîìåíòíûõ �óíêöèé, ïðè-

÷åì áåñêîíå÷íîñòü ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì åå íåëèíåéíîñòè.
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