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ОТЫСКАНИЕ СТРУКТУРЫ РЕАКЦИЙ  
СЕРВОСВЗЯЕЙ СИСТЕМ,  

СТЕСНЕННЫХ ГЕОМЕТРИЧЕСКИМИ  
И КИНЕМАТИЧЕСКИМИ СВЯЗЯМИ 

 
Рассматриваются вопросы составления уравнений движе-
ния и определения явного вида сил реакций систем, стес-
ненных сервосвязями. С учетом параметрического осво-
бождения системы от сервосвязей получен явный вид 
уравнений движения и сил реакций сервосвязей. 

Ключевые слова: cервосвязь; (А)-перемещение; пара-
метрическое освобождение; уравнения движения; силы 
реакций сервосвязей. 
 

Введение 
В работах [1–6] рассматривались вопросы составления 

уравнений движения и определения структуры сил реакций сис-
тем, стесненных сервосвязями. Однако, использование сервоси-
стем для реализации сервосвязей недостаточно знание их струк-
туры. Поэтому в этой работе рассматриваются составление яв-
ного вида уравнений движения систем, стесненных сервосвязя-
ми, и определение явного вида сил реакций сервосвязей. 
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Составление уравнений движения 
Пусть на механическую систему, положение которой оп-

ределяется обобщенными координатами q1,…,qn, наложены ог-
раничения в виде обычных неголономных идеальных связей: 

,0
1




 bqb i

n

i
i   (=1,…,b) (1) 

а также сервосвязей вида  
  0,...,, 1 nqqtF ,       ),...,1( а ,                (2) 

  0,...,,,...,, 11 nn qqqqt  ,   (=1,…,c) (a+c=к). 

Следуя А. Бегену [1] предполагаем, что среди возможных 
перемещений, допускаемых связями (1) имеются такие, которые 
определяются независимыми уравнениями 

  0,...,, 1
1

2



in

n

i
i qqqta  ,   (2=1,…,к)          (3) 

в которых реакции связей второго рода работы не производят 
[2]. Здесь (А)-перемещения [2] (3) должны дополнительно удов-
летворять условиям (1). 

Следуя А.Г. Азизову [4–6], введем независимые дополни-
тельные параметры, соответствующие преобразованию систем с 
сервосвязями к виду:  

  0,...,,,,...,, 211
* anqqtF  , 

  0,...,,,...,,,...,, 111
* cnn qqqqt    , 

(=1,…,а; =1,…,с; а+с=к),                    (4) 
где р,   – параметры, характеризующие освобождение систе-
мы соответственно от первой и второй групп уравнений (2).  

Нулевые значения параметров р,   и их производных 

  ,p  соответствуют связям (2) и их продифференцирован-
ным формам. За эти величины могут быть взяты, например, 
левые части уравнений (2), вычисляемые на действительном 
движении системы (А.С. Галиуллин [7–10], Р.Г. Мухарлямов 
[11–14]).  
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Обозначив через Np и P принуждения реакций, относя-
щиеся соответственно к параметрам  р, , будем предпола-
гать, что последние вынужденно изменяются согласно диффе-
ренциальным уравнениям: 

pp N ,       (p=1,…,a), 

 P ,        (=1,…,c).                              (5) 
Определяя работу принуждений на перемещениях р ,   

выражением               
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для параметрически освобожденной системы будем иметь 
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Пусть из способа действия реакций связей второго рода 
следует, что на (А)-перемещениях работа реакций связей второ-
го рода равна нулю как для неосвобожденной, так и для пара-
метрически освобожденной систем.  

Тогда при произвольных принуждениях реакций работа 
(7) обратится в нуль при условиях  

p=0; =0, (p=1,…,a; =1,…,c). 
С учетом первой группы уравнений (2), (4) вместо обоб-

щенных координат q1,…,qa введем параметры 1,…,a.  
Следуя В.С. Новоселову [15], введем независимые скоро-

стные параметры ev соотношениями, тождественно удовлетво-
ряющими уравнениям (1) и второй группе уравнений (4): 
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 ,  (i=1,…,n), 

где ,iiZ    (i=1,…,a), ,ii qZ   (i=a+1,…,n), и за первые, 
а+с=к скоростные параметры ev, выберем   , .  

Уравнения (3) в неголономных координатах будут иметь вид  

0~
11

22
 


v

n

bv
vviv

n

i
i ada   ,  (2=1,…,)      (8) 



М.Х. Тешаев. Отыскание структуры реакций сервосвязей систем…  

 
 

111 

где v – квазикоордината, соответствующая квазискорости (ско-
ростному параметру) ev. 

Тогда из преобразованного общего уравнения динамики  
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на (А)-перемещениях (8) получим уравнения движения с мно-
жителями сервосвязей 
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,  (v=b+1,…,n),       (9) 

где S – энергия ускоренной системы. Уравнения (9) были полу-
чены А.Г. Азизовым [4–6]. 

При обозначениях:  
pp x ,   =xa+, p=xк+р, 

Np= pU~ ,   cUP ~    (10) 
уравнения (5) будут иметь вид  

UBAxx ~
 ,                                    (11) 

где 
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здесь  Ea – единичная субматрица, и c1 = 2a+c. 
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Система (10), согласно работам Н.Н. Красовского [16] и 
В.И. Зубова [17], вполне управляема и для нее могут быть по-
ставлены различные задачи теории управления. Решение задачи 
стабилизации движения по отношению к многообразию, опре-
деляемому сервосвязями, можно искать, согласно А.Г. Азизову 
[4–6], принуждением вида  

xKU 3
~  ,   (12) 

где K3 – ненулевая матрица размерности (кс1), обеспечиваю-
щие стабилизацию тривиального решения х=0 системы: 

 xBKAx 3 .                              (13) 
Чтобы не удлинять дальнейших записей предположим,  

что все связи, налагаемые на систему, стационарны. Тогда кине-
тическая энергия параметрически освобожденной системы бу-
дет иметь вид [18]:  
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С учетом первой группы стационарных уравнений (2) и 
(4) вместо обобщенных координат q1,…,qa  введем параметры 
1,…,a. Соотношениями, тождественно удовлетворяющими 
стационарным уравнениям (1) и второй группе уравнений (4), 
введем скоростные параметры ev: 
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Тогда выражение кинетической энергии (14) преобразует-
ся к виду 
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согласно монографии А.И. Лурье [18], будет иметь вид:  
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или в развернутом виде:  
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Тогда уравнения (9) в явном виде будут следующими:  
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Исследование устойчивости 
Теорема. Управляемая механическая система (9) или (15), 

стесненная связями (1) и (2) всегда может быть стабилизирована 
относительно многообразия, определяемого связями (1).1 

Доказательство. Пусть реакции связей второго рода 
     222 ,,   кa RRR  формированы по законам: 
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Тогда система уравнений (15) приводиться к виду: 
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где     '222'222' ,,,,,,     ppapp   – члены второго и бо-

лее высокого порядка относительно 222 ,,  pp  .  
Из поcледних n--b уравнений системы (16) определим 

 e . Так как из работ А.И. Лурье [18] и В.В. Зубова [17] из-

вестно, что oA
1,    положительно-определенная матрица, то 
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где  ToA
1,    – транспонированная матрица; 1,  A  – ал-

гебраическое дополнение элемента 
1,  A ; (+1)-ой строки и 

(+)-го столбца определителя  ToA
1,    транспонированной 

матрицы  ToA
1,   . 

Подставляя (17) в первую группу а уравнений и во вторую 
группу с уравнений системы (16), получим:  
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При обозначениях 
р = хр,  pap x  ,   = ха+, 

(p=1,…,a)  (=1,…,c) 
уравнения (18) могут быть записаны в виде 

     
222222

,...,,... 1,11
2

ninnii
i xxtxtPxtP

dt
dx

  

(i2=1,…,n2=2a+c),   (19) 
где 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

(20) 
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Из выражений (20) видно, что уравнения (19) представля-
ют собой систему дифференциальных уравнений с переменны-
ми коэффициентами. Устойчивость этой системы по отношению 
к многообразию, определяемому сервосвязями (2), будем иссле-
довать по методам, разработанным Н.Н. Красовским [19] и К.П. 
Персидским [20]. 

Следуя [19, 20], предположим, что решения ),,( 00 ttxx  
приближенной системы уравнений 

 
1111

1 )(...11 nnii
i xtpxtp

dt
dx

 ,                     (19б) 

удовлетворяют неравенству  
)(exp(),,( 0000 ttxВttxx   , 

при                                           0tt  ,                                          (19в) 
для любых начальных условий ., 00 tx  Согласно Н.Н. Красов-
скому [19], условие (19в) равносильно существованию функции 

),( tx , удовлетворяющей ограничениям (19б): 
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где 4321 ,,, cccc  – положительные постоянные. 
При этом функция ),( tx  сохранит свои свойства и для 

системы (19), если только функции  
11

,...,, 1 ni xxt  удовлетворя-

ют неравенству         
4

3
1

)1(
,...,,

11 nc
xcq

xxt ni


                  (19д) 

и в оценках (19г) второе неравенство следует записать в виде 
2

3
19

xqс
dt
d
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Выберем вспомогательную систему уравнений  

2222

2 ...11
1

nnii xdxd
dt

dx
 , (i2=1,…,n2=2a+c),     (21) 

где функции 
222

,....,1 nii dd , (i2=1,…,n2=2a+c) выбираются соглас-

но случаям 1, 2, 3 [19]. При этом предполагается, что корни 
2i
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системы (21) удовлетворяют неравенству  
11
 iRе ,  (1>0; i1=1,…,2a). 

Когда вспомогательная система (21) выбрана, исследова-
ния проводим следующим образом. Задаем определенно-
отрицательную форму: 
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и строим функцию   
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Здесь коэффициенты  222 ,...,1,
22

njia ji   квадратичной формы 
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  определяются решением системы уравнений 
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K
ijjiji dadaC
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2772277222   относительно  222 ,...,1,
22

njia ji  .  

При этом предполагается, что последняя система уравне-
ний разрешима относительно 

22 jia , т.е. дефект матрицы  
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Вычислим 
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Очевидно, что любую функцию  xti ,
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  можно предста-
вить в виде 

   
7

7

722

2

1

,, 


 xxthxt
ca

ii  




, 

  


















 ca

i

ca

j

ca

jjjii dtpaC
dt
d 2

1

2

1

2

119 2 2 7

72722272



  

  
7222222227  jjiijijj hadtpa  

722227  xxha iijj  .      (22) 

Для устойчивости решения х=0 системы (22), согласно 
работам И.Г. Малкина [21] и Г.Д. Меркина [22], достаточно, 
чтобы форма переменных {

2ix } в правой части равенства (22) 
была определенно-отрицательной.  

Как известно, условия определенной положительности 

квадратичной формы  dtdxxl кi

ca

к

ca

i
Ki

/
7272

72

2

1

2

1










 задаются не-

равенствами Сильвестра (17). Так как 
72Ki

l  являются перемен-

ными, то для определенной отрицательности (d/dt), вообще 
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говоря, недостаточно выполнение условий (22). Неравенства 
Сильвестра должны выполняться равномерно по всем 

2
,....,1 nxx , 

т.е. следует потребовать: 
,22

n  2121 ,...,
2

  n .  (23) 
(2>0;  n2 = 2a+c) 

Соотношения (17) и (23) выражают условия устойчивости 
системы (19). 

Заключение 
Таким образом, полученные уравнения (15) выражают яв-

ный вид уравнений движения систем, стесненных геометриче-
скими и кинематическими связями первого и второго рода с 
учетом параметрического освобождения систем от сервосвязей. 
Законы формирования сил реакций сервосвязей (15а) позволяют 
получить условия устойчивости (17) и (23), налагаемые на па-
раметры системы (19).  
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