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ПРОЕКТИРОВАНИЕ ТРЕХСЛОЙНЫХ ПЛАСТИН,  
НАХОДЯЩИХСЯ В УСЛОВИЯХ  
ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО ИЗГИБА 

Построен алгоритм оптимального проектирования трех-
слойной пластины, находящейся в условиях цилиндрического 
изгиба. Расчетные зависимости получены на основе гипотезы 
ломанной линии для трехслойных пластин с мембранными не-
сущими слоями. Приведены численные результаты, позво-
ляющие оценить эффективность использования заполнителя 
в конструкции пластины. 
Ключевые слова: трехслойная пластинка; композит; опти-
мизация. 

Трехслойная пластинка (рис. 1) состоит из двух тонких 
внешних слоев (несущие слои), изготовленных из прочного ма-
териала, а средний слой представляет собой маложесткий лег-
кий заполнитель, обеспечивающий совместную работу внешних 
слоев. Предполагается, что оба несущих слоя представляют со-
бой многослойные тонкие пластинки, а заполнитель – сплошное 
однородное тело.  

 
Рис. 1. Трехслойная пластинка 

                                         
© Кусяков А. Ш., 2019  
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Введем следующие обозначения: ba,  – длина и ширина 
пластинки соответственно; h  – толщина одного несущего слоя;  

H2  – толщина заполнителя. 
Пусть начало координат O  находится в левом нижнем уг-

лу пластины, ось Ox  направлена вдоль стороны a ,  а ось Oy  – 
вдоль стороны b  (рис.2).  

 

Рис. 2. Система координат прямоугольной пластинки 

Для нахождения критической нагрузки пластины (рис. 3), 
находящейся под действием сжимающих нагрузок q , восполь-
зуемся моделью, построенной на основе гипотезы ломаной ли-
нии [1–4, 7].  

 

Рис.3. Пластинка, сжатая в одном направлении 

Полагая, дополнительно, что несущие слои работают 
только на растяжение – сжатие, а сама пластинка находится в 
условиях цилиндрического изгиба, получим следующее разре-
шающее уравнение устойчивости: 

0
2

2 2

2

4

4

4

42
















 

dx
wd

dx
wd

G
HCq

dx
wdhHC

xz

x
x .        (1) 



ПРОБЛЕМЫ МЕХАНИКИ И УПРАВЛЕНИЯ – 2019 

 
 

8 

Здесь w  – перемещение по нормали к срединной поверх-
ности пластины; xC  – мембранная жесткость одного несущего 
слоя; xzG  – модуль поперечного сдвига заполнителя 

Решение уравнения ищем в виде: 
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где m  – число полуволн в направлении оси Ox . 
Подставив выражение в основное разрешающее уравнение 

устойчивости, из условия существования нетривиального реше-
ния, получим следующее выражение для параметра нагрузки: 
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Наименьшее значение параметра q  достигается, очевид-
но, при 1m . Таким образом, критическая нагрузка для трех-
слойной пластины, находящейся в условиях цилиндрического 
изгиба, вычисляется по формуле: 
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Для сравнения приведем выражение критической нагруз-
ки неподкрепленной пластинки (без заполнителя), находящейся 
в условиях цилиндрического изгиба: 
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где xD  – изгибная жесткость неподкрепленной пластинки. 



А.Ш. Кусяков. Проектирование трехслойных пластин…  

 
 

9 

При проектировании трехслойных пластин, находящихся 
под действием сжимающих нагрузок, воспользуемся методом 
разделения параметров оптимизации на две группы: первая груп-
па параметров определяется из условий прочности (толщины не-
сущих слоев), а вторая группа (толщина заполнителя) – из усло-
вий устойчивости. Алгоритм оптимального проектирования трех-
слойной пластинки, построенный на основе метода разделения 
параметров оптимизации состоит из следующих шагов [5–6]: 

1. Полагаем, что несущие слои состоят только из продоль-
ных монослоев. 

2. По известной величине сжимающей нагрузки и пределу 
прочности материала при сжатии вычисляем толщину одного 
несущего слоя h . 

3. Вычисляем величину критической нагрузки для пла-
стинки толщиной h2  (без заполнителя). Проверяем выполнение 
условия устойчивости. Если это условие выполняется, то про-
цесс оптимального проектирования завершается. Если условие 
устойчивости нарушается, то решаем уравнение относительно 
одного неизвестного H  (полутолщина заполнителя) 

  0qHqc  .                                      (6) 

Здесь cq  – критическая нагрузка трехслойной пластины, 0q  – 
заданная сжимающая нагрузка. 

4. По найденным значениям толщин несущих слоев и за-
полнителя вычисляем массу оптимальной трехслойной пла-
стинки. 

Пример. Трехслойная пластинка длиной a  и шириной b  
находится под действием сжимающей нагрузки 0q  Исходные 
данные для несущих слоев: жесткость монослоя в направлении 
армирования )н/м(10404,1 211

11 b ; предел прочности моно-
слоя при сжатии )н/м(107,0 29

1  v ; плотность материала 

монослоя  3
0 кг/м1450 . Пластина подкреплена легким запол-

нителем с модулем сдвига )н/м(1015,0 29xzG  и плотностью 

)кг/м(53 3z .  
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Требуется вычислить массу оптимальной трехслойной 
пластины, если )н/м(104,1 6

0 q ; )м(5,0 ba . 
Полагаем, что несущие слои состоят только из продоль-

ных монослоев. В этом случае 
hbCx 11 . 

Вычисляем толщину одного несущего слоя из условия 
прочности: 
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По формуле (5) вычисляем величину критической нагруз-
ки для неподкрепленной пластинки толщиной h2  (без заполни-
теля): 
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Проверяем выполнение условий устойчивости: 
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Таким образом, условие устойчивости нарушается. Требу-
ется решить уравнение (6) относительно величины H . Подста-
вив в левую часть уравнения (6) выражение для критической 
нагрузки (4), получим: 
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Уравнение (7) можно преобразовать к квадратному урав-
нению относительно искомой величины H  

02  rpHH ,                                 (8) 
где 

xzG
qhp

2
0 ,   

2
0

2

22
















a

C
qhr

x

.                 (9) 



А.Ш. Кусяков. Проектирование трехслойных пластин…  

 
 

11 

Положительный корень полученного квадратного уравнения: 

2
42 qppH 

 .                             (10) 

Подставив в последнюю формулу числовые значения, получим 
)м(013,0H . 

Таким образом, полная толщина трехслойной пластинки 
)м(028,0)(2  HhhT . 

Вычислим массу оптимальной трехслойной пластины: 
  )кг(08,12 0  HhabG zT  . 

Для оценки эффективности использования заполнителя, 
вычислим массу неподкрепленной пластины. Толщину пласти-
ны без заполнителя определим из условия 

  00 qhqc  .                                       (11) 
Здесь cq , 0h  – критическая нагрузка и толщина неподкреплен-
ной пластины. Изгибная жесткость неподкрепленной пластинки 
толщиной 0h , состоящей только из продольных монослоев вы-
числяется по формуле: 
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Подставив выражение (5) в левую часть уравнения (11), с 
учетом зависимости (12), после несложных преобразований по-
лучим: 
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Подставив числовые значения в последнюю формулу, найдем 
толщину неподкрепленной пластины: 

)м(014,00 h . 
Найдем массу неподкрепленной пластины: 

 кг25,5000  habG  . 
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Таким образом, использование заполнителя привело к 
увеличению толщины оболочки в два раза, но при этом позво-
лило снизить массу конструкции почти в пять раз. 
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